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A chamada relac¸a˜o de reciprocidade, provada ha´ alguns anos por Etherington (1933), e´ de
fundamental importaˆncia em cosmologia. Ela afirma que, se o observador e a fonte esta˜o
em movimento relativo, os aˆngulos so´lidos, subentendidos entre a fonte e o observador
esta˜o relacionados por invariantes geome´tricos e um fator dependente do redshift da fonte.
Sua versa˜o mais u´til no contexto astronoˆmico e´ conhecida como relac¸a˜o de dualidade de
distaˆncia co´smica (RDDC), e relaciona a`s distaˆncias de luminosidade (DL) e de diaˆmetro
angular (DA) de acordo com a seguinte expressa˜o: DL(z)(1 + z)
−2/DA(z) = 1. Esta
relac¸a˜o e´ completamente geral, va´lida para todos os modelos cosmolo´gicos baseados na
geometria Riemanniana e e´ independente tanto das equac¸o˜es de campo de Einstein quanto
da natureza da mate´ria. Ela apenas requer que observador e fonte estejam conectados
por geode´sicas nulas num espac¸o-tempo Riemanniano e que o nu´mero de fo´tons seja
conservado. Neste trabalho, propomos um teste independente de modelo cosmolo´gico
para a RDDC envolvendo aglomerados de gala´xias e medidas da taxa de expansa˜o do
universo, H(z). Em uma primeira ana´lise, usamos medidas de frac¸o˜es da massa do ga´s
(fgas) e distaˆncias de diaˆmetro angular de uma amostra de 38 aglomerados de gala´xias
juntamente com medidas de H(z), para testar a validade da RDDC. Em uma segunda
ana´lise, utilizamos uma amostra de 25 distaˆncias de diaˆmetro angular de aglomerados
de gala´xias, os quais foram obtidos considerando duas diferentes morfologias, a fim de
investigar a influeˆncia da morfologia usada para descrever os aglomerados de gala´xias
sobre o teste. Em nossas ana´lises, consideramos o paraˆmetro η, em func¸a˜o do redshift, sob
duas formas distintas: η(z) = 1 + η0z e η(z) = 1 + η0z/(1 + z). Os resultados encontrados
mostram que o valor de η0 depende do observa´vel utilizado no teste (frac¸a˜o de massa
do ga´s ou distaˆncia de diaˆmetro angular) e da morfologia considerada para descrever os
aglomerados.
viii
Palavras-chave: Cosmologia: relac¸a˜o de dualidade de distaˆncia co´smica, aglomerados
de gala´xias, taxa de expansa˜o.
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Abstract
The so-called reciprocity relation, proved long ago by Etherington (1933), is of fundamen-
tal importance in cosmology. It states that if the source and the observer are in relative
motion, solid angles subtended between the source and observer are related by geometrical
invariants and a factor dependent of the source redshift. Its most useful version in the
astronomical context is known as cosmic distance duality relation (CDDR), and relates
the luminosity (DL) and angular diameter (DA) distances by the following expression:
DL(z)(1 + z)
−2/DA(z) = 1. This relation is completely general, valid for all cosmologi-
cal models based on Riemannian geometry and is independent either upon Einstein field
equations other nature of matter. It only requires that source and observer be connected
by null geodesics in a Riemannian spacetime and that the number of photons be con-
served. In this work we propose a cosmological model-independent test for the CDDR
by using galaxy clusters and expansion rate of the universe measurements, H(z). In a
first analysis, we use gas mass fractions (fgas) and angular diameter distances measure-
ments from a sample of 38 galaxy clusters jointly with H(z) measurements to test the
validity of the CDDR. In a second analysis, we use 25 angular diameter distances sample,
which were obtained by considering two different morphologies, in order to investigate
the influence of the morphology used to describe the galaxy clusters on the test. In our
analyzes, we consider the η parameter, as a function of the redshift, in two different ways:
η(z) = 1+η0z and η(z) = 1+η0z/(1+z). The results showed that the value of η0 depend
on the observable used in the test (gas mass fraction or angular diameter distance) and
of the morphology considered to describe the clusters.
Keywords: Cosmology: cosmic distance duality relation, galaxy clusters, expansion rate.
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A Cosmologia, cujo principal objeto de estudo e´ o entendimento f´ısico do Universo,
e´ atualmente uma das a´reas que mais cresce na F´ısica, principalmente devido os avanc¸os
tecnolo´gicos que teˆm propiciado uma grande quantidade de dados observacionais a respeito
do universo com uma qualidade sem precedentes. As recentes observac¸o˜es de supernovas
do tipo Ia (SNe Ia) em redshifts altos e intermedia´rios, os dados precisos das anisotropias
da radiac¸a˜o co´smica de fundo (RCF), e os estudos em raios-X dos aglomerados de gala´xias,
por exemplo, tem indicado a existeˆncia de uma componente exo´tica, denominada energia
escura, que seria a responsa´vel pela atual fase de expansa˜o acelerada do Universo ([1], [2],
[3], [4]). Segundo esses estudos, a energia escura equivale a cerca de 73% do conteu´do
energe´tico do universo, a mate´ria escura a 23% e a mate´ria barioˆnica corresponde a apenas
4% do conteu´do total [3].
Neste cena´rio,onde apenas aproximadamente 5% do conteu´do do universo e´ conhe-
cido, os aglomerados de gala´xias tornam-se inestima´veis trac¸adores da evoluc¸a˜o co´smica.
O fato de suas massas ultrapassarem 1014 massas solares, seus diaˆmetros serem da ordem
de Mpc e possu´ırem temperaturas da ordem de 107-108 K faz deles as maiores estruturas
virializadas1 e capazes de fornecer diversos testes cosmolo´gicos. Os aglomerados podem,
por exemplo, mostrar como a expansa˜o do universo influencia na formac¸a˜o e crescimento
das estruturas nele existentes. Se a energia escura tivesse dominado no in´ıcio do universo,
o processo de formac¸a˜o de estruturas e a abundaˆncia dos aglomerados seriam reduzidos,
1Estruturas que obedecem o teorema do virial: 2 < T > + < U >= 0, onde < T > e´ a energia cine´tica
me´dia do sistema, e < U > e´ a energia potencial me´dia do sistema.
de forma que, medic¸o˜es da abundaˆncia destes objetos em altos redshifts nos fornecem
v´ınculos sobre diversos paraˆmetros cosmolo´gicos, dentre eles, o paraˆmetro de densidade
de mate´ria ΩM e o paraˆmetro de densidade da energia escura ΩΛ.
Ale´m de serem utilizados como “re´guas padra˜o”, os estudos dos aglomerados de
gala´xias revelaram um efeito f´ısico muito importante e que tem recebido a atenc¸a˜o da
comunidade cient´ıfica ja´ ha´ alguns anos, o enta˜o conhecido Efeito Sunyaev Zel’dovich
(ESZ) [5]. Este efeito e´ detectado atrave´s da distorc¸a˜o do espectro da RCF, devido o es-
palhamento dos fo´tons dessa radiac¸a˜o pelos ele´trons energe´ticos do meio intra-aglomerado
(MIA), e pode manifestar-se de duas formas: o ESZ te´rmico e o cinema´tico. Ale´m disso,
quando combinado com o brilho superficial em raios-X, nos fornece medidas diretas da
distaˆncia de diaˆmetro angular ate´ estes objetos. Esta te´cnica foi recentemente aplicada
a uma quantidade razoa´vel de aglomerados ([6], [7]) e e´ uma te´cnica favora´vel, pois e´
independente das distaˆncias de luminosidade de SNe Ia e de calibradores locais.
Uma vez que estamos vivendo em uma era muito rica de pesquisa no campo da
cosmologia, existe a possibilidade de revermos alguns dos pressupostos acerca do universo
considerando os dados observacionais dipon´ıveis, ou seja, ale´m de definir e restringir quais
as componentes do universo podemos analisar a f´ısica por tra´s dos modelos cosmolo´gicos.
Um dos conceitos mais ba´sicos atrelado a qualquer modelo de universo e´ o conceito de
distaˆncia, ja´ que sua importaˆncia abrange todas as escalas astronoˆmicas. Necessitamos
de medidas de distaˆncia precisas, por exemplo, na aferic¸a˜o de distaˆncias entre observador
e estrelas, entre planetas e astero´ides e ate´ entre pontos distintos em uma gala´xia. Mais
do que precisa˜o nas medidas, e´ importante saber como as distaˆncias sa˜o definidas, pois o
modo como as definimos pode sugerir questo˜es sobre a natureza dos fo´tons ou ate´ mesmo
sobre a geometria do espac¸o-tempo.
Com relac¸a˜o a este u´ltimo enfoque, existe um teorema de grande valia conhecido
como teorema de Etherington que demonstra que, em um Universo em expansa˜o, a distaˆn-
cia entre observador-fonte e fonte-observador e´ a mesma, a menos de um fator dependente
do redshift [8]. Os estudos referentes a este teorema tiveram in´ıcio no final da de´cada de
1920, quando Tolman (1929) contribuiu para o tema utilizando uma me´trica particular
de De Sitter e conceitos astronoˆmicos de distaˆncia. Em seguida, Whittaker (1931) utili-
zou apenas procedimentos matema´ticos para definir distaˆncia em um espac¸o Riemanniano
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geral. Por fim, Etherington (1933) adicionou conceitos de distaˆncia astrof´ısicos e apre-
sentou uma versa˜o definitiva em coordenadas gerais para o teorema. Contudo, o tema
foi deixado de lado ate´ o fim da de´cada de 1960, quando Sachs & Wolfe (1967) e Ellis
(1971), utilizando argumentos baseados em o´ptica geome´trica, apresentaram, de maneira
independente, novas provas para a relac¸a˜o de reciprocidade de Etherington. Seus resul-
tados foram obtidos assumindo os pressupostos de que a geometria e´ Riemanniana e os
fo´tons seguem geode´sicas nulas e u´nicas. Ale´m disso, quando se considera que o nu´mero
de fo´tons e´ conservado ao longo da expansa˜o do Universo e´ poss´ıvel obter a relac¸a˜o de
dualidade de distaˆncia co´smica [14].
A relac¸a˜o de reciprocidade de Etherington, como tambe´m e´ conhecida, tem sido,
ate´ enta˜o, tida como certa por meio de diversas observac¸o˜es cosmolo´gicas. Mas, apesar
disto e´ em princ´ıpio “testa´vel” por meio de observac¸o˜es astronoˆmicas [15]. Nesse contexto,
existem, na literatura, diversas ana´lises fenomenolo´gicas com o intuito de testar a validade
da RDDC, utilizando, para isso, uma diversidade de observa´veis astrof´ısicos, tais como
SNe Ia e fontes compactas de ra´dio [16], medidas de distaˆncia via ESZ/raios-X ([15], [17]),
e dados da RCF [18], por exemplo. Se caso os resultados desse tipo de ana´lise mostre que
a RDDC e´ violada de maneira consistente, surgem evideˆncias de uma nova f´ısica, com
uma poss´ıvel revisa˜o do modelo cosmolo´gico padra˜o. No entanto, a maioria das ana´lises
existentes sa˜o baseadas em dados de fontes distintas, o que introduz diferentes fontes
de erros sistema´ticos na ana´lise, quer seja por diferentes mecanismos f´ısicos associados a
cada uma das fontes, ou pela diferenc¸a de redshift entre elas. Na tentativa de evitar esses
erros, Holanda et al. (2012) propuseram um teste independente de modelo cosmolo´gico,
utilizando apenas uma fonte astrof´ısica, no caso os aglomerados de gala´xias, para testar
a validade da RDDC utilizando apenas medidas de frac¸a˜o da massa do ga´s em raios-X e
via ESZ.
Neste cena´rio, surge o presente trabalho, que tem como objetivo analisar a relac¸a˜o
de dualidade em sua forma geral, ou seja, levando em conta uma poss´ıvel violac¸a˜o atrave´s
da dependeˆncia com um paraˆmetro η. A RDDC e´ explorada investigando a dependeˆncia
deste paraˆmetro com o observa´vel usado de uma mesma amostra de objetos astrof´ısicos,
no caso os aglomerados de gala´xias. Os me´todos utilizados neste trabalho, os quais na˜o
sa˜o encontrados na literatura, sa˜o uma contribuic¸a˜o original do nosso trabalho.
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A ana´lise se deu a partir de duas abordagens: na primeira, confrontamos os dados
de DA, via ESZ/raios-X da amostra de Bonamente et al. (2006) com os dados de DA
obtidos a partir de H(z), atrave´s da expressa˜o geral para a distaˆncia de diaˆmetro angular,
via ESZ/raios-X, como demonstrado por Uzan et al. (2004). A ideia principal desta ana´lise
foi estipular um valor observacional para o paraˆmetro η que na˜o apresentasse dados com
diferenc¸a de redshift. Para isto, a partir do me´todo de integrac¸a˜o nume´rica e do me´todo
de ajuste polinomial, conseguimos estimar dados de distaˆncias de diaˆmetro angular, a
partir de H(z), considerando os mesmos redshifts da amostra de Bonamente et al. (2006).
Na segunda abordagem, partimos para a ana´lise da RDDC utilizando os dados de fgas da
amostra de La Roque et al. (2006), cujos aglomerados foram os mesmos considerados na
amostra de Bonamente et al. (2006), e medidas de DA a partir de H(z) (considerando
os mesmos redshifts da amostra de fgas) para restringir o paraˆmetro da RDDC. Para
complementar a ana´lise, comparamos os resultados de ambos os testes e propusemos mais
um, seguindo a primeira abordagem, mas dessa vez utilizando as amostras de De Filippis et
al. (2005), para investigar a dependeˆncia da validade (ou na˜o) da RDDC com a geometria
dos aglomerados.
A organizac¸a˜o geral deste trabalho se deu da seguinte forma: no cap´ıtulo 2, apre-
sentamos uma revisa˜o do modelo cosmolo´gico padra˜o, discutimos os fatos observacionais
e teo´ricos que o consolidaram, apresentamos as equac¸o˜es que governam a dinaˆmica co´s-
mica e mostramos as principais medidas de distaˆncia em um Universo em expansa˜o. No
cap´ıtulo 3, exploramos as principais caracter´ısticas dos aglomerados de gala´xias e as me-
didas que podem ser extra´ıdas destes objetos, estudamos o efeito Sunyaev-Zel’dovich e a
taxa de expansa˜o do Universo, bem como os me´todos utilizados para estipular medidas
de distaˆncia a partir dessas duas quantidades. No cap´ıtulo 4, nos detemos a deduc¸a˜o da
RDDC e apresentamos uma revisa˜o da literatura acerca dos testes cosmolo´gicos existen-
tes para esta relac¸a˜o. No cap´ıtulo 5, exploramos a relac¸a˜o de dualidade atrave´s das duas
abordagens citadas anteriormente e discutimos os detalhes dos resultados obtidos para
cada um dos testes considerados. E por fim, as concluso˜es e perspectivas futuras deste




Neste cap´ıtulo, veremos algumas considerac¸o˜es acerca da Teoria da Relatividade
Geral (TRG) e dos princ´ıpios que a fundamentam, ale´m dos modelos de Universo que
surgem diretamente das equac¸o˜es de campo de Einstein. Enfatizaremos tambe´m o modelo
cosmolo´gico padra˜o e os fatos observacionais que o consolidaram, assim como a dinaˆmica
co´smica e os principais paraˆmetros cosmolo´gicos que podem ser restringidos a partir das
observac¸o˜es.
2.1 Relatividade Geral e Gravitac¸a˜o
A compreensa˜o do nosso Universo exige uma teoria mais abrangente do que a teoria
Newtoniana, pois essa apresenta limitac¸o˜es, quando por exemplo, os corpos se movem com
velocidades pro´ximas a da luz. A busca por resolver esta e outras inconsisteˆncias da teoria
de Newton levou ao surgimento da Teoria da Relatividade Especial (TRE) ou restrita, na
qual o espac¸o e o tempo na˜o existem mais separadamente, mas sa˜o um: o espac¸o-tempo.
Os conceitos de espac¸o e tempo passam a ser equivalentes, uma vez que, para
uma dilatac¸a˜o temporal corresponde uma contrac¸a˜o do espac¸o, e da mesma forma, para
uma dilatac¸a˜o do espac¸o corresponde uma contrac¸a˜o do tempo. Sua descric¸a˜o e´ dada em
termos da geometria de Minkowski e a conexa˜o entre espac¸o e tempo e´ dada pelo seguinte
elemento de linha [21]:
ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (2.1)
onde estamos considerando o sistema natural de unidades, isto e´, c = 1, sendo c a velo-
cidade da luz no va´cuo (c = 300.000km/s). Vale ressaltar, contudo, que a TRE e´ va´lida
apenas para referenciais inerciais.
Em 1915, Einstein estende seus resultados, formulando a TRG, para referenciais
acelerados e sob a ac¸a˜o de um campo gravitacional, dando espac¸o, posteriormente, para
uma nova linha de pensamento: a de que o Universo na˜o seria mais imuta´vel, com uma
estrutura constante ao longo do tempo, mas estaria em expansa˜o e o espac¸o-tempo seria
distorcido pela presenc¸a de mate´ria-energia. Com a formulac¸a˜o da TRG tem in´ıcio a
Cosmologia Moderna.
Ale´m disso, Einstein apresenta uma nova perspectiva para a gravidade, esta agora
na˜o seria mais uma forc¸a, mas sim uma propriedade geome´trica do espac¸o-tempo. Dessa
forma, a TRG propo˜e-se a substituir a teoria da gravitac¸a˜o universal de Newton, com
a qual esta´ de acordo localmente e para cena´rios com campos gravitacionais fracos e de
lenta variac¸a˜o, tais como os interplaneta´rios.
2.1.1 Princ´ıpios da TRG
A TRG e´ fortemente baseada em quatro suposic¸o˜es que qualquer teoria de gra-
vitac¸a˜o deve satisfazer, e trata os fenoˆmenos f´ısicos tanto em referenciais inerciais como
tambe´m em referenciais quaisquer.
O primeiro princ´ıpio diz respeito a equivaleˆncia local entre gravidade e acelerac¸a˜o
e e´ conhecido como princ´ıpio da equivaleˆncia fraco, o qual na˜o se aplica para objetos
muito massivos que poderiam mudar substancialmente o campo gravitacional em sua
vizinhanc¸a [22]. Ale´m disso, o princ´ıpio fraco exclui experimentos que envolvam forc¸as
eletromagne´ticas ou interac¸o˜es nucleares fortes.
O segundo, o princ´ıpio da equivaleˆncia forte, na˜o apresenta restric¸o˜es para as forc¸as
gravitacionais e nos diz que a equivaleˆncia entre efeitos gravitacionais e acelerativos esta´
diretamente relacionado com a igualdade entre as massas gravitacional e inercial dos
corpos, de modo que, na˜o e´ poss´ıvel distinguir o comportamento f´ısico dos corpos atrave´s
de um experimento qualquer, dentro de uma regia˜o de acelerac¸a˜o uniforme apropriada
[22].
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Um bom exemplo, talvez o principal exemplo dessa equivaleˆncia, e´ o experimento
do elevador. Nesse caso, o observador, isolado do exterior, na˜o conseguira´ distinguir se
esta´ em queda livre, na presenc¸a de um campo gravitacional constante, ou se esta´ em um
referencial cuja acelerac¸a˜o seja igual a` acelerac¸a˜o da gravidade do sistema em queda livre.
Embora menos geral que o princ´ıpio forte, o princ´ıpio da equivaleˆncia fraco por
si so´ foi capaz de levar Einstein a prever dois novos efeitos: desvio gravitacional da luz
e redshift gravitacional da luz, os quais, posteriormente, tornaram-se objeto de ca´lculos
refinados e tambe´m dois importantes testes para a TRG.
A terceira suposic¸a˜o foi feita por Einstein, que argumentou que todos os observa-
dores, sejam inerciais ou na˜o, deveriam ser capazes de descobrir as leis da f´ısica e enuncia
o princ´ıpio da relatividade geral: “Todos os observadores sa˜o equivalentes” [21].
Note-se ainda que, os observadores esta˜o intimamente ligados aos seus sistemas
de refereˆncia ou sistemas de coordenadas. Logo, se um observador pode descobrir leis
f´ısicas, qualquer outro observador o pode fazer. Outro ponto e´ que uma teoria deve
ser invariante por mudanc¸a de coordenadas, e a ferramenta matema´tica que nos fornece
equac¸o˜es invariantes por transformac¸o˜es de coordenadas e´ o formalismo tensorial.
Assim, a partir dessas considerac¸o˜es pode-se enunciar o princ´ıpio da covariaˆncia
geral, que nos diz que as leis da f´ısica devem ser expressas como equac¸o˜es tensoriais para
que elas se transformem covariantemente sob mudanc¸as de coordenadas.
Os princ´ıpios, que ate´ enta˜o discutimos, na˜o nos dizem muito sobre como obter
as equac¸o˜es de campo da relatividade geral. Para isso devemos fazemos uso do quarto
princ´ıpio que rege a TRG, o chamado princ´ıpio de acoplamento gravitacional mı´nimo.
Tal princ´ıpio nos diz que na˜o se faz necessa´rio adicionar termos contendo explicitamente
o tensor de curvatura para fazer a transic¸a˜o da teoria especial para a teoria geral.
Uma outra forma de se apresentar esse princ´ıpio e´ dada em termos da deformac¸a˜o
mı´nima do funcional ac¸a˜o da relatividade especial, onde e´ feita a substituic¸a˜o da me´trica
de Minkowski ηµν por gµν e suas derivadas parciais ∂/∂x por derivadas covariantes ∇µ em
relac¸a˜o a gµν .




µν = 0, (2.2)
seguindo o princ´ıpio de acoplamento mı´nimo, temos a seguinte lei de conservac¸a˜o va´lida
na TRG:
∇νT µν = 0. (2.3)
2.1.2 Tensor Energia-Momento
Na teoria de Newton a densidade de massa e´ tida como uma quantidade conservada
e como fonte da gravitac¸a˜o. Quando vamos para a TRE, a massa deixa de ser conservada
e passa a se relacionar com a energia e momento de uma part´ıcula como [22]:
E2 = p2c2 +m2c4, (2.4)
e, enta˜o, as leis de conservac¸a˜o relacionam energia (massa-energia) e momento. Portanto,
e´ esperado que a fonte de gravitac¸a˜o em teorias relativ´ısticas na˜o seja apenas a massa (ou
densidade de massa), mas algo que envolva energia e momento.
Como vimos na sec¸a˜o anterior, o princ´ıpio da covariaˆncia geral nos diz que as leis
da f´ısica devem ter forma tensorial para que sejam invariantes por transformac¸o˜es de
coordenadas. Assim, a quantidade que ira´ atuar como fonte gravitacional na TRG deve
ser um tensor. Um tensor em termos de energia e momento, ou como e´ mais conhecido
tensor energia-momento.
O tensor energia-momento vai descrever a distribuic¸a˜o e o fluxo de energia e mo-
mento devido a presenc¸a e movimento de mate´ria e radiac¸a˜o em uma regia˜o do espac¸o-
tempo. Ele possui ordem 2, e´ sime´trico, e assim sendo, tem apenas dez componentes
independentes.
Dependendo da regia˜o de interesse sua forma varia, mas em todos os casos, suas
componentes ira˜o nos dar informac¸o˜es sobre densidade de energia, fluxo da energia em
va´rias direc¸o˜es e o fluxo das va´rias componentes do momento em va´rias direc¸o˜es.
No caso de poeira, cujas part´ıculas na˜o-interagentes esta˜o distribu´ıdas sem qualquer
coereˆncia e podem ser caracterizadas por duas quantidades (velocidade e densidade), o
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tensor energia-momento, constru´ıdo a partir dessas quantidades, e´:
T µν = ρ0u
µuν , (2.5)
onde uµ e´ o vetor quadri-velocidade definido como uµ = dxµ/dλ. Este tensor energia-
momento resulta na lei de conservac¸a˜o (2.2), e se consideramos a componente µ = 0,
chegamos na equac¸a˜o de continuidade das massas [21]:
∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρ~v) = 0 (2.6)
Um outro exemplo e´ o tensor energia-momento de um fluido perfeito. Esse tensor
dependera´ agora, ale´m de sua quadri-velocidade e densidade de mate´ria, de um campo
escalar de pressa˜o, p, que atua igualmente em todas as direc¸o˜es em cada ponto (no limite
de p → 0, o fluido perfeito se reduz a` poeira). Em um evento onde a me´trica e´ gµν , as
componentes do tensor energia-momento de um fluido perfeito sa˜o dadas por,
T µν = (ρ+ p)uµuν − pgµν (2.7)
a qual recai na lei de conservac¸a˜o (2.3).











2.1.3 Equac¸o˜es de Campo
Segundo a teoria da gravitac¸a˜o de Einstein, uma distribuic¸a˜o de mate´ria-energia
deforma a geometria do espac¸o-tempo. Sendo assim, as equac¸o˜es de campo dessa teoria
devem ter, de um lado, a distribuic¸a˜o de mate´ria-energia e, do outro, as informac¸o˜es
referentes a` geometria que descreve esse espac¸o deformado.
Como vimos na sub-sec¸a˜o anterior, o tensor energia-momento, que carrega infor-
mac¸o˜es da distribuic¸a˜o de mate´ria-energia, atua como fonte gravitacional na TRG, assim,
resta saber o que compora´ o outro lado das equac¸o˜es de campo.
Einstein, em sua busca por uma teoria geome´trica de gravitac¸a˜o, encontrou um
tensor em termos de derivadas da me´trica, gµν , e que possu´ıa divergeˆncia covariante nula,
assim como o tensor energia-momento [22]. Apo´s alguns anos de tentativas, ele chegou a`s
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equac¸o˜es dinaˆmicas que descrevem a forma como o conteu´do mate´ria-energia modifica a
geometria do espac¸o-tempo:
Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR = κTµν , (2.9)
que sa˜o as conhecidas equac¸o˜es de campo de Einstein, onde Gµν e´ o tensor de Einstein,
o qual traz informac¸o˜es da geometria, Tµν e´ o tensor de energia-momento, Rµν e´ o tensor
de Ricci, R e´ o escalar de curvatura de Ricci e κ e´ a constante de Einstein, que pode ser
determinada indo-se para o limite de campo fraco, o que fornece κ = 8piG (para c = 1).




gµνR− Λgµν = 8piGTµν . (2.10)
Essas novas equac¸o˜es de campo, com o termo de constante cosmolo´gica, foram
introduzidas por Einstein na tentativa de descrever um universo composto por mate´ria
gravitante, esta´tico e com simetria esfe´rica. Alguns anos depois, ele disse que esse foi
o maior erro de sua vida, pois Hubble verificou, em 1929, que quase todas as nebulosas
tinham um desvio para o vermelho, o que indicaria um universo em expansa˜o, contra´rio
as predic¸o˜es teo´ricas de um universo esta´tico. Posteriormente, Friedmann, utilizando
uma me´trica simples em coordenadas esfe´ricas e assumindo o Princ´ıpio Cosmolo´gico1,
obteve como soluc¸a˜o de suas equac¸o˜es de campo um universo dinaˆmico, sem necessitar
da constante cosmolo´gica ([23], [24]). Durante anos na Cosmologia, o uso (ou na˜o) da
constante cosmolo´gica ficou a crite´rio das considerac¸o˜es feitas pelos cosmo´logos sobre a
descric¸a˜o das observac¸o˜es, e somente em 1968, a partir dos estudos de Zel’dovich, ela foi
trazida de volta, dessa vez, associada a uma densidade de energia do va´cuo [25].
A resoluc¸a˜o das equac¸o˜es de campo de Einstein e´ algo particularmente dif´ıcil de
se fazer, uma vez que envolve o tensor de Ricci e o escalar de curvatura de Ricci, dados
em termos de combinac¸o˜es do tensor de Riemann, Rµναβ, que por sua vez e´ definido em
termos dos coeficientes de conexa˜o, Γµαβ, os quais sa˜o definidos em termos da me´trica, gµν ,
e de sua inversa gµν .
Assim, resolver as equac¸o˜es de Einstein significa encontrar o tensor me´trico, gµν ,
que corresponda a um dado tensor energia-momento, Tµν [22]. Na pro´xima sec¸a˜o vamos
1O qual discutiremos melhor na pro´xima sec¸a˜o.
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resolver as equac¸o˜es de Einstein, a partir das considerac¸o˜es necessa´rias e, assim, encontrar
as equac¸o˜es de Friedmann-Lemaˆıtre que governam a expansa˜o do universo.
2.2 Cosmologia Relativ´ıstica
O ponto de partida da cosmologia relativ´ıstica e´ o fato de que a relatividade geral
pode ser aplicada ao Universo como todo e, ale´m disso, esta´ baseada em dois elemen-
tos principais, a saber, o princ´ıpio cosmolo´gico, que nos leva a` me´trica de Friedmann-
Lemaˆıtre-Robertson-Walker (FLRW) [22], e o postulado de Weyl, que implica que o con-
teu´do material do universo e´ um fluido perfeito [21].
2.2.1 Princ´ıpio Cosmolo´gico
O princ´ıpio cosmolo´gico nos diz que o universo parece o mesmo de todas as posic¸o˜es
no espac¸o em um determinado momento, e que todas as direc¸o˜es no espac¸o, em qualquer
ponto sa˜o equivalentes em uma dada e´poca, ou seja, o universo e´ homogeˆneo e isotro´pico
[26]. Pesquisas com redshifts sugerem, contudo, que o universo e´ homogeˆneo e isotro´pico
apenas em escalas ≥ 100Mpc; em escalas menores existe uma grande inomogeneidade,
tais como gala´xias, aglomerados e superaglomerados [27].
As primeiras suposic¸o˜es de um Universo homogeˆneo e isotro´pico levaram Friedmann
a obter, como soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Einstein, uma me´trica simples, e, posteriormente,
apenas com base na homogeneidade e isotropia, Robertson e Walker tambe´m a obtiveram
[28]. Dos fatos observacionais que corroboraram para fundamentar o princ´ıpio cosmolo´gico
podemos citar os mapas de distribuic¸a˜o de gala´xias, feitos pelo projeto Sloan Digital Sky
Survey (SDSS) (fig. 2.1) [29], e o mapa da radiac¸a˜o co´smica de fundo, feito pelo projeto
WMAP2(fig. 2.2) [30].
2Do ingleˆs, Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
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Figura 2.1: Mapa de distribuic¸a˜o de gala´xias com a Terra no centro obtido pela pesquisa
SDSS. Retirada de: SDSS Image Gallery.
Figura 2.2: Mapa de temperatura da RCF obtida pelo WMAP. Retirada de:
NASA/WMAP Science Team.
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2.2.2 Geometria e Dinaˆmica Co´smica
A homogeneidade e isotropia do universo, propostas pelo princ´ıpio cosmolo´gico e
confirmada por diversas observac¸o˜es, implicam em um espac¸o-tempo maximamente sime´-
trico que e´ bem descrito, em coordenadas esfe´ricas, pela seguinte me´trica [31]:
ds2 = dt2 − a2(t)
[
dr2




conhecida como a me´trica de Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker, sendo a(t) o fator de
escala e k esta´ relacionada com a curvatura do espac¸o, podendo assumir os valores de −1,
0 e 1, no caso do universo ser espacialmente aberto, plano ou fechado, respectivamente. A
figura (2.3) nos mostra hipersuperf´ıcies bi-dimensionais que fornecem uma analogia u´til
e memora´vel de hipersuperf´ıcies tipo-espac¸o tri-dimensionais nos casos de k = +1, k = 0
e k = −1. Uma deduc¸a˜o completa da me´trica FLRW pode ser encontrada em [26], [28],
[31].
Figura 2.3: Hipersuperf´ıcies bi-dimensionais que fornecem uma analogia para hipersuperf´ı-
cies tipo-espac¸o tri-dimensionais nos casos de k = +1, k = 0 e k = −1 (Lambourne,2010).
Uma maneira de preservar a homogeneidade e isotropia do espac¸o e ainda incor-
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porar a evoluc¸a˜o temporal e´ permitir uma escala de curvatura que seja dependente do
tempo, a qual e´ representada pelo fator de escala, a(t), e descreve completamente a evo-
luc¸a˜o temporal de um universo homogeˆneo e isotro´pico [27].
Podemos observar o significado do fator de escala mais claramente atrave´s do ca´l-














1− kr2 , (2.12)
cuja soluc¸a˜o e´,
d(r, t) = a(t)×

sen−1(r), se k = +1
senh−1(r), se k = −1
r, se k = 0
. (2.13)
Note que, a distaˆncia pro´pria do objeto como´vel ate´ um observador aumenta (ou
diminui) de acordo com a(t), e uma vez que na˜o existe nada em especial sobre nossa posi-
c¸a˜o, a distaˆncia pro´pria entre observadores como´veis em qualquer lugar no universo deve
ser proporcional ao fator de escala a(t), o que e´ consequeˆncia do Princ´ıpio Cosmolo´gico
[28].
Para encontrarmos as equac¸o˜es que ditam a dinaˆmica co´smica devemos substi-
tuir a me´trica e o tensor energia-momento adequados nas equac¸o˜es de Einstein (2.10).
Como vimos, a me´trica que melhor descreve um espac¸o-tempo homogeˆneo e isotro´pico
e´ a me´trica (2.11) e segundo Weinberg (1972), o tensor energia-momento do universo,
necessariamente, toma a mesma forma daquele de um fluido perfeito, com a diferenc¸a de
que devemos somar os termos referentes a` radiac¸a˜o, mate´ria, curvatura, energia escura e













onde ρj e´ a densidade, pj e´ a pressa˜o e uµ a quadri-velocidade.
A partir da me´trica (2.11) e do tensor energia-momento (2.14), podemos resolver
as equac¸o˜es de campo de Einstein, (2.10), em termos de componentes e obter duas equa-
































com a˙ sendo a derivada do fator de escala com relac¸a˜o ao tempo. No caso de Λ = 0 essas
equac¸o˜es tornam-se, simplesmente, as equac¸o˜es de Friedmann.





(ρtot + ptot) = 0, (2.17)
onde ρtot e ptot representam a densidade de mate´ria total e pressa˜o total do fluido, res-
pectivamente. Dessa forma, sabendo a composic¸a˜o do universo podemos determinar sua
dinaˆmica.
A grande maioria dos fluidos pode ser descrita por uma equac¸a˜o de estado que
relaciona pressa˜o e densidade, da seguinte forma:
pi = wiρi. (2.18)
Considerando fluidos na˜o-interagentes e substituindo a equac¸a˜o (2.18) em (2.17), podemos






com wi sendo uma constante.
O modelo padra˜o que descreve o universo abrange todas as formas de mate´ria
conhecida, sendo elas: a mate´ria na˜o relativ´ıstica, a radiac¸a˜o e uma componente exo´tica
associada a` energia do va´cuo, responsa´vel pela expansa˜o do universo. Para estes treˆs
casos, temos:
 A mate´ria na˜o relativ´ıstica que e´ caracterizada por ter pressa˜o nula, implicando em







onde o sub-´ındice “0” indica a quantidade avaliada hoje. Esse tipo de mate´ria pode
ser dividido em dois grupos: mate´ria barioˆnica e mate´ria escura fria. O primeiro
e´ constitu´ıdo por todas as part´ıculas conhecidas da natureza e o segundo constitui
umas das maiores inco´gnitas da f´ısica contemporaˆnea.







A radiac¸a˜o inclui todas as part´ıculas relativ´ısticas da natureza, inclusive foto´ns e
neutrinos. Na medida em que regredimos no tempo a temperatura aumenta e enta˜o
as part´ıculas barioˆnicas e leptoˆnicas tornam-se, uma a uma, part´ıculas relativ´ısticas,
de modo que, no universo primordial temos um banho te´rmico entre essas e os fo´tons
e neutrinos, constituindo a componente de radiac¸a˜o do universo [32].
 No u´ltimo caso, temos a constante cosmolo´gica, associada a` energia escura (EE) ou
energia do va´cuo, que e´ caracterizada por possuir pressa˜o negativa, de forma que
wΛ = −1 e assim:
ρΛ = ρΛ0 = constante. (2.22)
Por fim, podemos considerar um fluido desconhecido com uma equac¸a˜o de estado
arbitra´ria, wx, e cuja equac¸a˜o para evoluc¸a˜o da densidade e´ do tipo:
ρx ∝ a−3(1+wx). (2.23)
2.2.3 Paraˆmetros Cosmolo´gicos
Um dos principais objetivos da cosmologia observacional e´ a determinac¸a˜o de pa-
raˆmetros que determinem a evoluc¸a˜o dinaˆmica do universo. Enta˜o, no intuito de testar
se os modelos cosmolo´gicos propostos na literatura esta˜o de acordo com as observac¸o˜es,
os paraˆmetros u´teis na caracterizac¸a˜o desses modelos sa˜o: a constante de Hubble (H0), o
paraˆmetro de densidade (Ωi) e o paraˆmetro de desacelerac¸a˜o (q0).
O paraˆmetro de densidade de cada componente e´ definido a partir da densidade
cr´ıtica do universo, ρc. Tal densidade e´ a densidade total necessa´ria para que o universo
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onde H0 = (a˙/a)0 e´ a constante de Hubble e o sub-´ındice 0 indica a quantidade avaliada
hoje.
Agora, podemos escrever a densidade de cada uma das componentes do universo





E, conhecendo-se cada componente de um modelo dado, e´ poss´ıvel analisar sua contribui-
c¸a˜o na dinaˆmica co´smica.





= ΩT − 1, (2.26)
onde ΩT =
∑
i Ωi, com a somato´ria sendo feita sobre cada uma das componentes do
modelo de universo considerado. Definindo ainda o paraˆmetro de curvatura como Ωk =
−k/a20H20 , temos que:
ΩT + Ωk = 1∑
i
Ωi + Ωk = 1, (2.27)
de modo que a composic¸a˜o do universo influencia diretamente na sua curvatura:
k > 0 ⇒
∑
i
Ωi > 1 ⇒ Universo Fechado
k = 0 ⇒
∑
i
Ωi = 1 ⇒ Universo Plano
k < 0 ⇒
∑
i
Ωi < 1 ⇒ Universo Hiperbo´lico
Podemos escrever tambe´m uma relac¸a˜o entre o paraˆmetro de Hubble e os paraˆ-
metros de densidade para o modelo cosmolo´gico padra˜o. Como vimos, nesse modelo o
universo e´ composto por mate´ria na˜o-relativ´ıstica, radiac¸a˜o e energia do va´cuo. Assu-
mindo que a constante de curvatura e´ arbitra´ria e utilizando as equac¸o˜es (2.20), (2.21),
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−3 + Ωr0x−4 + ΩΛ + Ωkx−2, (2.28)
onde x ≡ a/a0.









Note que a equac¸a˜o anterior na˜o possui o termo referente a` curvatura (k), o que
nos permite usa´-la sem que tenhamos nenhum conhecimento da geometria do universo.
Se estivermos considerando um universo dominado por energia escura, ou seja, wΛ < −13 ,
teremos a¨ positivo o que significa que o universo esta´ acelerando; o mesmo ocorre para o
caso da constante cosmolo´gica, sendo ela suficientemente positiva. Esses casos esta˜o em
acordo com as recentes observac¸o˜es de SNe Ia, que apontam para um universo em fase
acelerada ([1], [2], [34], [35]).
Por fim, vamos definir outro importante paraˆmetro cosmolo´gico, o paraˆmetro de
desacelerac¸a˜o q(t), como:
q(t) ≡ − a¨a
a˙2
, (2.30)
sendo a principal func¸a˜o desse paraˆmetro indicar a dinaˆmica de expansa˜o do universo.
Por exemplo, se q0 > 0 temos a¨ < 0 e o estado atual do universo seria uma expansa˜o
desacelerada. Por outro lado, se q0 < 0 temos a¨ > 0, e portanto, o universo se encontraria
em uma fase de expansa˜o acelerada.
A evoluc¸a˜o do fator de escala com o tempo para as treˆs poss´ıveis curvaturas, quando
o universo e´ composto apenas por mate´ria, ou seja, Λ = 0 e p = 0, pode ser vista na figura
(2.4, esquerda). Note que, no caso de um universo fechado, o fator de escala atinge um
ma´ximo e em seguida decai ate´ atingir a(t) = 0, o que e´ conhecido como Big Crunch.
Ja´ nos casos do universo ser aberto ou plano, o fator de escala expande indefinidamente.
Quando inclu´ımos a constante cosmolo´gica, surge uma gama de possibilidades, que vai
desde o modelo esta´tico de Einstein ate´ modelos sem Big Bang. O comportamento do
fator de escala para alguns modelos desse tipo podem ser vistos na figura (2.4, direita),




Figura 2.4: A` esquerda temos a evoluc¸a˜o do fator de escala para um universo apenas com
mate´ria nos casos: plano, k = 0, fechado, k = 1, e hiperbo´lico, k = −1. A` direita temos
a evoluc¸a˜o do fator de escala para outros modelos.
2.3 O Modelo do Big Bang
O modelo do Big Bang ou Modelo Cosmolo´gico Padra˜o (MCP), como tambe´m e´
conhecido, e´ o modelo atual que melhor descreve a origem e evoluc¸a˜o do universo. Segundo
ele, o universo se originou de um estado com densidade e temperatura elevadas, em um
volume incrivelmente pequeno, e expande adiabaticamente ate´ os dias de hoje, de modo
que tudo no cosmos, todas as estruturas formadas e em formac¸a˜o, evolu´ıram daquele
estado inicial ate´ a forma atual.
Existe, contudo, uma ideia erroˆnea associada ao nome Big Bang, a` analogia feita aos
fenoˆmenos explosivos comuns. Notemos, pore´m, que em uma explosa˜o ocorre a expansa˜o
su´bita de um fluido contido em um espac¸o pre-existente, ou no interior de outro fluido, o
que na˜o e´ o caso da expansa˜o inicial do universo, uma vez que, a expansa˜o inicial afetou
na˜o so´ a mate´ria, mas a pro´pria estrutura do espac¸o-tempo [36].
O modelo do Big Bang prediz alguns fatos que foram observados e hoje constituem
seus pilares. Sa˜o eles: a recessa˜o de gala´xias, a abundaˆncia primordial dos elementos leves
e a radiac¸a˜o co´smica de fundo. Quanto ao primeiro pilar, Edwin Hubble em 1929, observou
a expansa˜o do universo ao medir as distaˆncias de uma amostra de gala´xias pro´ximas e
obter uma relac¸a˜o linear entre as distaˆncias (d) e a velocidade de recessa˜o (v),
v = H(t)d (2.31)
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indicando que a velocidade de afastamento e´ diretamente proporcional a` distaˆncia entre
a gala´xias.
Os dois u´ltimos pilares sera˜o enfatizados nas sub-sec¸o˜es seguintes, assim como,
sera˜o abordadas as implicac¸o˜es que as observac¸o˜es astronoˆmicas recentes causaram na
descric¸a˜o do universo.
2.3.1 Nucleoss´ıntese Primordial
O processo de formac¸a˜o dos elementos leves no universo primordial deve ter acon-
tecido entre t ≈ 0.01s e t ≈ 100s, logo apo´s a fase da bariogeˆnese, quando o que existia
era uma extremamente quente sopa co´smica de part´ıculas elementares. Devido a` alta
densidade e temperatura desse plasma primordial, como e´ mais comumente conhecido,
a primeira etapa da nucleoss´ıntese se deu com a criac¸a˜o de novos neˆutrons a partir das
seguintes reac¸o˜es de equil´ıbrio,
p+ e−  n+ νe
p+ νe  n+ e+
n  p+ e− + νe.
A` medida em que o universo expande e sua temperatura diminui, ao atingir valores
abaixo de 0.8 MeV, a taxa de produc¸a˜o de pro´tons cessa pois as reac¸o˜es de equil´ıbrio
deixam de existir, tanto devido a uma reduc¸a˜o no suprimento de neutrinos como dos pares
po´sitron-ele´tron, que sa˜o quem sustentam tais reac¸o˜es. Nesse ponto, aproximadamente
em um tempo de t = 2.7s, a frac¸a˜o de neˆutrons congelou no valor de Nn
Np
' 0.20 [36]. Caso
os neˆutrons ficassem intactos no meio, sua frac¸a˜o decairia rapidamente a zero, e enta˜o o
universo hoje seria constitu´ıdo apenas por pro´tons, ele´trons, neutrinos e fo´tons. Contudo,
quando a temperatura do universo cai pra 0.1 MeV e´ viabilizada uma outra reac¸a˜o de
equil´ıbrio que fixa o neˆutron no nu´cleo do Deute´rio,
p+ n  D + γ. (2.32)
A formac¸a˜o do deute´rio (D), por sua vez, viabilizou a formac¸a˜o do he´lio (4He) e pratica-
mente todo o deute´rio que havia surgido se transformou no 4He que observamos hoje.
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Como pode ser percebido, o processo da nucleoss´ıntese depende fortemente da
temperatura, da taxa de expansa˜o e da taxa de interac¸a˜o entre as part´ıculas. A` medida
em que a temperatura cai, a pressa˜o do plasma na˜o e´ mais suficiente para a produc¸a˜o
de elementos pesados. Assim, as condic¸o˜es do plasma primordial permitiram apenas a
produc¸a˜o de elementos leves, tais como: deute´rio (D), he´lio-3 (3He), he´lio (4He) e l´ıtio
(7Li), e ainda uma pequena quantidade de ber´ılio (Be) e boro (B).
Devido a s´ıntese dos elementos ter cessado, as frac¸o˜es dos elementos leves presentes
no final da nucleoss´ıntese e´ aproximadamente igual as frac¸o˜es presentes hoje no Universo,
logo, medidas da abundaˆncia desses elementos fornecem um importante teste para os mo-
delos cosmolo´gicos. A formac¸a˜o dos elementos pesados somente ocorreu, posteriormente,
atrave´s das reac¸o˜es nucleares no interior de estrelas. Previso˜es da nucleoss´ıntese apontam
que a parte barioˆnica do universo e´ constitu´ıda de 74% de Hidrogeˆnio (1H), 25% de he´lio
(He) e cerca de 1% de elementos mais pesados.
A abundaˆncia do he´lio, medida por sua frac¸a˜o em massa e´ de Y = 0.26 [36],
resultado que esta´ em pleno acordo com as observac¸o˜es que apontam para 0.23 < Y < 0.3
em (1σ) [3]. As abundaˆncias relativas dos elementos leves dependem ainda dos valores da
raza˜o fo´ton-ba´rion (nγb = 2 − 6.10−10) e do nu´mero de famı´lias de neutrinos (Nν < 3.9)
([37], [38]), de modo que, a partir dessas informac¸o˜es e sabendo que a temperatura da
radiac¸a˜o co´smica de fundo e´ estimada como T0 = 2.75 ± 0.001K [39], e´ poss´ıvel estimar
a componente barioˆnica do universo. De acordo com o WMAP3 9 anos, temos Ωb =
0.0463± 0.0024 para o modelo ΛCDM4 [40].
Analisando o paraˆmetro nγb pode-se concluir que toda a massa que observamos na
forma de gala´xias e´ a`quela que necessitamos para justificar a quantidade de elementos
leves criados na nucleoss´ıntese primordial, contudo, essa quantidade e´ insuficiente para
fornecer uma densidade cr´ıtica que nos permita adotar o modelo plano, de modo que, se
houver uma componente adicional de mate´ria no universo que nos fornec¸a ΩT = 1, esta
deve ser necessariamente na˜o-barioˆnica [36].
3Do ingleˆs, Wilkinson Microwave Anisotropy Probe.
4Do ingleˆs, Lambda Cold Dark Matter. E´ o modelo cosmolo´gico mais simples, que esta´ em acordo com
todas as observac¸o˜es. O termo Λ indica a constante cosmolo´gica como parte de um termo da energia
escura.
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2.3.2 Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo
Como comentado anteriormente, invertendo o sentido do tempo e indo ate´ um
passado muito remoto, o que ver´ıamos seria um universo extremamente quente e denso,
assim como diz o modelo do Big Bang, capaz de manter a mate´ria barioˆnica completamente
ionizada, com os ele´trons livres tornando o universo opaco. Como sabemos, um corpo
quente e denso em equil´ıbrio, produz uma radiac¸a˜o de corpo negro. Assim os fo´tons que
preenchiam o universo primordial deveriam apresentar um espectro desse tipo.
George Gamow (1904-1968), Ralph Asher Alpher (1921-2007) e Robert Herman
(1922-1997) foram os primeiros a prever um fundo de radiac¸a˜o, em 1948, que seria a radi-
ac¸a˜o remanescente do estado quente em que o universo se encontrava quando se formou,
ou ainda, do estado em que o universo se encontrava quando ficou transparente (cerca de
300 mil anos apo´s o in´ıcio) [41]. Ale´m disso, Alpher e Herman foram capazes de estimar
a temperatura da RCF como sendo de 5K.
Apenas em 1964, e por acaso, a radiac¸a˜o co´smica de fundo foi observada por dois
ra´dio-astronoˆmos da Bell Laborato´rios, Arno Penzias (1933-) e Robert Wilson (1936-),
enquanto testavam o desempenho de antenas de comunicac¸a˜o, fato que levou os dois a
receberem o Preˆmio Nobel de F´ısica de 1978. O que eles observaram foi um “excesso de
ru´ıdo” no ce´u, proveniente de todas as direc¸o˜es, mais ou menos isotro´pico e com espectro
te´rmico com temperatura bem definida e dada por T0 ≈ 3K [42]. Devido sua distri-
buic¸a˜o isotro´pica e sua intensidade, va´rias ordens de grandeza maior do que qualquer
erro sistema´tico poss´ıvel, eles conclu´ıram que sua origem deveria ser externa ao local da
medida.
Paralelamente, Robert H. Dicke (1916-1997), Phillip J. Peebles (1935-), Peter G.
Roll e Dennis T. Wilkinson estavam trabalhando em um projeto para construir uma antena
capaz de medir o fundo de radiac¸a˜o previsto por Gamow, mas foram surpreendidos com
os resultados de Penzias e Wilson. Ambos, publicaram seus resultados no mesmo volume
do Astrophysical Journal. Os primeiros mostrando seus resultados do excesso de emissa˜o
observado [42], e Dicke e seus colaboradores apresentando a interpretac¸a˜o do excesso como
a detecc¸a˜o da radiac¸a˜o remanescente do Big Bang [43].
Devido o equil´ıbrio te´rmico, a RCF deveria manter um espectro de corpo negro
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mesmo posteriormente, quando em consequeˆncia da expansa˜o do universo, sua tempera-
tura diminuiria. Assim, a radiac¸a˜o de corpo negro que preenche o universo atualmente,
pode ser interpretada como um remanescente da e´poca na qual o universo era quente
e denso o suficiente para ser opaco. Uma forma de entender melhor a RCF e´ fazer a
distinc¸a˜o entre treˆs e´pocas relacionadas na histo´ria do universo:
 Recombinac¸a˜o: ocorreu quando a densidade nume´rica de ı´ons tornou-se igual a`
densidade de a´tomos neutros e marca o instante em que a mate´ria barioˆnica deixa
de ser um plasma completamente ionizado e passa a ser um ga´s de a´tomos neutros;
 Desacoplamento: foi o instante no qual a taxa de espalhamento de fo´tons e ele´trons
tornou-se menor do que a taxa de expansa˜o de Hubble, marcando o momento em
que o universo se torna transparente;
 U´ltimo espalhamento: e´ definido como o instante em que um t´ıpico fo´ton da RCF so-
fre seu u´ltimo espalhamento com um ele´tron. A superf´ıcie de u´ltimo espalhamento e´
aquela a partir da qual os fo´tons tem se propagado sem sofrer nenhum espalhamento
posterior por ele´trons.
Desde que foi descoberta, va´rios sate´lites foram lanc¸ados no intuito de conhecer
as propriedades da RCF. Podemos citar o pioneiro, COBE5, lanc¸ado em 1989, a bordo
do qual estava o FIRAS6, que confirmou que a RCF tinha um preciso espectro de corpo
negro com temperatura estimada de T = 2, 726± 0.01K (fig. 2.5) [44].
Atrave´s das medidas da RCF no´s podemos acessar todas as informac¸o˜es contidas
na superf´ıcie de u´ltimo espalhamento. Como antes da recombinac¸a˜o os fo´tons da RCF
estavam acoplados a` mate´ria, qualquer anisotropia observada hoje na RCF indica uma
sobredensidade na mate´ria. Medidas dessas sobredensidades foram incialmente medidas
pelo COBE, mas medidas mais precisas foram obtidas pelo WMAP, como pode ser visto
na figura (2.2) na subsec¸a˜o (2.2.1).
Essas pequenas inomogeneidades na mate´ria foram amplificadas pela gravidade e
sa˜o responsa´veis pelas estruturas que vemos hoje no universo. Em termos matema´ticos,
5 Do ingleˆs Cosmic Background Explorer
6Do ingleˆs Far Infrared Absolute Spectrophotometer
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Figura 2.5: Espectro da RCF obtido pelo FIRAS (Mather et al., 1990).
as flutuac¸o˜es de temperatura da RCF sa˜o definidas como:
∆T (θ, φ) =
T (θ, φ)− T0
T0
(2.33)
onde T (θ, φ) e´ a temperatura em um ponto arbitra´rio no ce´u e T0 e´ a temperatura me´dia
atual.
Um outro modo de estudar a RCF e´ atrave´s do seu espectro de poteˆncias (fig.
2.6), onde as posic¸o˜es e amplitudes dessas anisotropias no espectro revelam informac¸o˜es
sobre paraˆmetros cosmolo´gicos importantes. A posic¸a˜o do primeiro pico, por exemplo,
esta´ relacionada com o raio de Hubble na e´poca da recombinac¸a˜o (tamanho da u´ltima
superf´ıcie de espalhamento) e nos dara´ informac¸o˜es da curvatura espacial do universo e
da evoluc¸a˜o do fator de escala a(t) ([27], [28]).
O primeiro pico acu´stico na distribuic¸a˜o angular de poteˆncias ocorre em l = 220,
com essa posic¸a˜o dependendo do conteu´do total do universo (ΩT ) e privilegiando um
universo plano com grande precisa˜o (Ωk ≈ 0). A amplitude do primeiro pico e a altura
do segundo com relac¸a˜o ao primeiro e´ proporcional a densidade de ba´rions no universo
e a fixa em 4, 4% do conteu´do total do universo. Analisando a amplitude geral dos
picos e´ poss´ıvel obter informac¸o˜es de mate´ria total, de forma que, quanto mais mate´ria
menor sera´ a amplitude do pico acu´stico. Komatsu et al. (2011) indicam as contribuic¸o˜es
da energia escura, dos ba´rions e da mate´ria escura, como sendo ΩΛ = 0.725 ± 0.015,
Ωb = 0.0456± 0.0015 e ΩM = 0.224± 0.013, respectivamente, o que esta´ em acordo com
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Como vimos na sub-sec¸a˜o (2.3.1), as considerac¸o˜es acerca da nucleoss´ıntese primor-
dial nos levam a` conclusa˜o de que a maior parte da massa do universo na˜o esta´ na forma
de mate´ria barioˆnica ordina´ria, ou seja, nu´cleos de a´tomos e ele´trons, mas esta´ contida
no que conhecemos como mate´ria escura, que se refere a qualquer forma de densidade de
energia que somente e´“sentida”atrave´s de seus efeitos gravitacionais. A primeira proposta
de mate´ria escura se deu ainda na de´cada de 1930, quando Zwicky (1933), analisando a
dinaˆmica do aglomerado de Coma, observou anomalias na velocidade de dispersa˜o das
gala´xias. Ele percebeu, aplicando o teorema do virial, que para interagir gravitacional-
mente, sua massa deveria exceder a soma das massas das gala´xias que o compunham, e
o levou a considerar que a diferenc¸a entre a massa observada e a prevista seria devido
a` uma forma de mate´ria da qual na˜o provinham fo´tons. Posteriormente, Smith (1936)
estudando o aglomerado de Virgo confirmou a proposta de Zwicky.
Uma das principais formas de evidenciar a mate´ria escura e´ a partir do estudo das
25
curvas de rotac¸a˜o das gala´xias espirais, que podem ser obtidas atrave´s das medidas da
velocidade circular orbital v(r) em func¸a˜o do raio gala´ctico. Na de´cada de 1970, Rubin e
Ford (1970)mediram a curva de rotac¸a˜o da gala´xia de Androˆmeda (M31) e o esperado era
que o comportamento da curva fosse igual a` um corpo r´ıgido para raios pequenos, uma
vez que se esperava maior concentrac¸a˜o de massa na regia˜o mais luminosa, e uma curva
kepleriana7 para raios me´dios e grandes.
O comportamento previsto para raios pequenos foi confirmado, mas a medida que
o raio aumentava, a kepleriana na˜o era obedecida e a curva permanecia praticamente
constante. Esse mesmo comportamento e´ observado ate´ hoje em va´rias gala´xias, indicando
uma outra componente massiva que e´ dominante em relac¸a˜o a` mate´ria luminosa, nas partes
mais externas das gala´xias. Geralmente, se associa esta componente a` um halo de mate´ria
escura. Como exemplos, mostramos as curvas de rotac¸a˜o das gala´xias espirais NGC3198
(fig. 2.7) e NGC6503 (fig. 2.8).
Figura 2.7: Curva de rotac¸a˜o da gala´xia NGC3198. Os pontos representam as medidas da velocidade
orbital em func¸a˜o do raio gala´ctico, e as curvas respresentam as contribuic¸o˜es das velocidades devido ao
disco e ao halo (Van Albada et al., 1985).
7Curva da velocidade de rotac¸a˜o, tal que, v(r) ∝ r−1/2
26
Figura 2.8: Curva de rotac¸a˜o da gala´xia NGC6503. Novamente, os pontos representam as medidas da velocidade orbital
em func¸a˜o do raio gala´ctico, e as curvas representam as contribuic¸o˜es das velocidades devido a cada uma das componentes,
com o comportamento na˜o kepleriano explicado pela presenc¸a do halo de mate´ria escura (Begeman et al., 1991).
Uma vez que a mate´ria escura e´ detectada atrave´s de seus efeitos gravitacionais,
e´ poss´ıvel detecta´-la em todas as escalas do universo. Em gala´xias vimos que ela pode
ser detectada atrave´s das curvas de rotac¸a˜o. Em aglomerados de gala´xias, por sua vez,
sua detecc¸a˜o acontece por meio lentes gravitacionais, medidas das velocidades orbitais ou
observac¸o˜es da frac¸a˜o de massa do ga´s intra-aglomerado.
O aglomerado 1E0657-558 ou Bullet Cluster, que e´ na verdade o resultado da co-
lisa˜o de dois aglomerados ainda em andamento, nos traz claras evideˆncias da existeˆncia
de mate´ria escura [50]. Observac¸o˜es dos mapas de potenciais, obtidos atrave´s da te´cnica
de lentes gravitacionais fortes e fracas, mostraram que o centro de massa total de cada
aglomerado na˜o acompanhava as componentes luminosas, fato que sugere uma compo-
nente na˜o-barioˆnica, uma vez que o maior potencial corresponde a` regia˜o mais “escura”
do aglomerado (fig. 2.9).
A necessidade da mate´ria escura surge tambe´m quando analisamos o crescimento
das perturbac¸o˜es primordiais, previstas pelo modelo do Big Bang. Se o crescimento de
tais perturbac¸o˜es fosse apenas devido os ba´rions, as flutuac¸o˜es de temperatura da RCF
deveriam ser aproximadamente cem vezes menores do que as observadas [3]. Ale´m disso,
para termos as estruturas observadas hoje faz-se necessa´rio a presenc¸a de uma compo-
nente na˜o-barioˆnica, que, por na˜o interagir com a radiac¸a˜o, possibilita que o processo de
aglomeramento se inicie apo´s a (equipartic¸a˜o) e tambe´m para que ja´ existam poc¸os de
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Figura 2.9: O aglomerado 1E0657-558 visto no o´ptico (imagem a` esquerda) e em raios-X
(imagem a` direita). Note que os contornos do potencial gravitacional esta˜o separados das
componentes luminosas, indicando a existeˆncia de mate´ria escura (Clowe et al., 2006).
potencial suficientemente grandes nessa e´poca para desenvolver as perturbac¸o˜es.
Uma vez afirmada a necessidade da mate´ria escura, surgem duas vertentes quanto
ao seu tipo: a mate´ria escura fria (CDM8) e a mate´ria escura quente (HDM9). A primeira
sendo constitu´ıda por part´ıculas na˜o-relativ´ısticas e a segunda por part´ıculas relativ´ısticas.
A diferenc¸a entre elas surge quando vamos analisar a formac¸a˜o e evoluc¸a˜o das estruturas
do universo.
Os modelos com HDM apagam as flutuac¸o˜es de pequena escala na e´poca da for-
mac¸a˜o das estruturas e nesse contexto as estruturas em grande escala seriam formadas
primeiro, enquanto as gala´xias seriam formadas apenas posteriormente, por meio da frag-
mentac¸a˜o dessas. Todavia, esse cena´rio vai de encontro com as observac¸o˜es, que indicam
um esquema bottom-up para a formac¸a˜o de estruturas, ou seja, primeiro gala´xias, seguida
pelos aglomerados e superaglomerados. Por outro lado, modelos com CDM conseguem
formar as pequenas flutuac¸o˜es que mais tarde podem se combinar e formar as grandes es-
truturas, fato que esta´ em acordo com o cena´rio hiera´rquico que descreve as observac¸o˜es.
2.3.4 Energia Escura
Como sabemos, o modelo do Big Bang nos diz que o Universo surge de um estado
muito denso e quente e esta´ em expansa˜o desde enta˜o. Mas, a primeira constatac¸a˜o
8Do ingleˆs Cold Dark Matter
9Do ingleˆs Hot Dark Matter
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observacional somente ocorreu quando Hubble mediu a velocidade de recessa˜o de gala´xias
pro´ximas, como visto anteriormente. Foi evidenciado por ele que estas medidas obedeciam
uma relac¸a˜o linear, indicando que as gala´xias se afastam umas das outras, e todas da nossa
gala´xia, com velocidade proporcional a` distaˆncia em que se encontram de no´s. Todavia, o
fato que chocou os astroˆnomos no ano de 1998 foi a descoberta de que essa expansa˜o, na
verdade, estaria passando por uma fase acelerada, sendo este um conceito contra-intuitivo,
uma vez que se pensava que a expansa˜o do universo seria desacelerada devido os efeitos
gravitacionais.
A comprovac¸a˜o da expansa˜o acelerada ocorreu quando dois grandes grupos, o Su-
pernova Cosmology Project (SCP) [2] e o High-z Supernova Search Team (HZT) [1], que
trabalhavam independentemente, apresentaram resultados das observac¸o˜es de Supernovas
do tipo Ia. Esperava-se que o brilho das supernovas fosse maior do que os seus redshifts
indicariam, implicando em uma expansa˜o desacelerada, mas o que foi observado foi um
brilho mais fraco do que o esperado, indicando assim que o universo estaria em expansa˜o
acelerada.
O SCP analisou a relac¸a˜o entre luminosidade aparente e redshift para 42 SNe Ia em
uma faixa de 0.10 < z < 0.83, juntamente com um conjunto de 18 supernovas pro´ximas,
de outra fonte de pesquisa, em baixos redshifts z < 0.1. O resultado original da construc¸a˜o
do diagrama de Hubble pode ser visto na figura (2.10). O melhor ajuste para a densidade
de mate´ria em um universo plano encontrado pelo SCP foi de Ωm = 0.28
+0.09
−0.08, favorecendo
o modelo ΛCDM , e foi descartado com um n´ıvel de confianc¸a de 99% o caso ΩΛ = 0. E´
poss´ıvel tambe´m encontrar o paraˆmetro de desacelerac¸a˜o a partir dos resultados anteriores,
Ωm = 0.28 e ΩΛ = 1 − Ωm. O valor obtido por eles eles foi negativo (q0 < 0), indicando
que a expansa˜o do universo esta´ acelerando.
O HZT, por sua vez, originalmente analisaram 16 SNe Ia de altos redshifts, 0.16 <
z < 0.97, incluindo duas do SCP, mais 34 SNe Ia pro´ximas, e conclu´ıram que ΩΛ > 0
com 99.7% de confianc¸a, mas sem qualquer suposic¸a˜o sobre a curvatura espacial. Seu
resultado original pode ser visto na figura (2.11). O melhor ajuste encontrado para uma
cosmologia plana foi de Ωm = 0.28± 0.10 e ΩΛ = 1−Ωm, o que resulta em uma idade de
14.2±1.5×109. Supondo ainda um me´todo conservador eles puderam estimar o paraˆmetro
de desacelerac¸a˜o q0 < 0, indicando novamente uma expansa˜o acelerada.
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Figura 2.10: Evideˆncia para energia escura encontrada pelo Supernova Cosmology Project
(Perlmutter et al., 1999).
Figura 2.11: Evideˆncia para energia escura encontrada pelo High Redshift Supernova
Search Team (Riess et al., 1998).
As observac¸o˜es de uma expansa˜o acelerada sa˜o consistentes com a existeˆncia de uma
energia do va´cuo constante, mas na˜o provam que essa densidade de energia e´ realmente
constante. Olhando para a eq.(2.29), percebe-se que a existeˆncia da expansa˜o acelerada
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obriga, contudo, que a maior parte da densidade de energia do universo esteja numa forma
que tenha ρ+3p < 0, ao contra´rio da mate´ria comum ou radiac¸a˜o. Este tipo energia recebe
o nome de energia escura.
A conclusa˜o de que a energia escura compo˜e grande parte da energia do universo
vem sendo corroborada atrave´s de outros indicadores, como por exemplo, a RCF [3],
as Oscilac¸o˜es Acu´sticas dos Ba´rions (BAO10) [52] e recentes cata´logos de SNe Ia [53].
Contudo, a natureza da energia escura e´ ainda um dos maiores desafios atuais da f´ısica e
cosmologia.
Como sua func¸a˜o e´ acelerar a expansa˜o do universo, pode ser bem caracterizada
por uma pressa˜o negativa que tem o efeito semelhante ao de uma forc¸a em larga escala
que age contra´ria a` gravidade. Atualmente existem diversos candidatos a` energia escura,
mas nenhum foi considerado como modelo padra˜o. Dentre os principais podemos citar a
constante cosmolo´gica Λ e a mate´ria X, componente extra caracterizada por uma equac¸a˜o
de estado do tipo p = ωXρ com −1 ≤ ωX ≤ 0.
Uma forma alternativa de explicar a expansa˜o do universo determinada pelas SNe
Ia seria atrave´s dos seguintes me´todos:
 Assumindo a TRG e o princ´ıpio cosmolo´gico, mas mudando a componente escura
Λ por outra componente tambe´m com pressa˜o negativa para obter a acelerac¸a˜o,
ou ainda, supor a criac¸a˜o de mate´ria atrave´s de flutuac¸o˜es quaˆnticas do campo
gravitacional como teˆm proposto [54], [55] e [56];
 Utilizar modelos inomogeˆneos de universo, ou seja, assumir a TRG e a isotropia
mas na˜o requerer a homogeneidade, o que leva a` me´tricas distintas da me´trica de
Friedmann ([57], [58], [59], [60], [61]);
 Utilizar modelos com f(R) ([62], [63], [64], [65]; [66], [67], [68], [69], [70]) ou modelos
de branas ([71], [72], [73]).




A maioria das observac¸o˜es de objetos astronoˆmicos sa˜o feitas a partir da ana´lise
de sinais de luz. Assim, torna-se importante saber como os fo´tons se propagam em um
universo homogeˆneo e isotro´pico para, enta˜o, podermos discutir os aspectos observacionais
que nos indicara˜o a evoluc¸a˜o do universo.
Como vimos, um bom indicador de que o universo esta´ em expansa˜o, contrac¸a˜o ou
se e´ estaciona´rio, e´ o fator de escala. Mas, ainda na˜o sabemos como medi-lo ou qual sua
forma de evoluc¸a˜o, para isso devemos fazer uso das observac¸o˜es de desvio nas frequeˆncias
de linhas espectrais.
Sem perda de generalidade, para calcular estes desvios de frequeˆncia, consideremos
um sinal de luz se propagando ate´ a origem ao longo da direc¸a˜o radial, de modo que,
dθ = dφ = 0 na equac¸a˜o (2.11). Ale´m disso, como os foto´ns seguem geode´sicas nulas,
temos ds = 0 de acordo com a expressa˜o (2.11) e suas trajeto´rias podem ser escritas como:
dt = ±a(t) dr√
1− kr2 . (2.34)
Para um raio de luz que esteja vindo em direc¸a˜o a` origem a partir de uma fonte
distante, r diminui a` medida em que t aumenta. Assim, devemos escolher o sinal negativo
na equac¸a˜o (2.34). Admitindo que a luz e´ emitida por uma fonte na coordenada como´vel








1− kr2 . (2.35)













onde o lado direito da equac¸a˜o anterior e´ definido como a distaˆncia como´vel entre um
observador na origem e uma fonte em (r1, θ, φ).
Uma vez que a distaˆncia como´vel entre dois observadores em repouso e a origem
na˜o muda com o tempo, se a fonte emite uma segunda crista de onda em um tempo
t1 + δt1, ela chega a origem em um tempo t0 + δt0 dado por:
τ(t0 + δt0)− τ(t1 + δt1) = d(r1, t1 + δt1)
a(t1 + δt1)
. (2.38)
Combinando as equac¸o˜es (2.37) e (2.38), temos:
τ(t0 + δt0)− τ(t0) = τ(t1 + δt1)− τ(t1) (2.39)
Como δt1  t1 e δt0  t0, pois o per´ıodo t´ıpico de um sinal de luz e´ da ordem de 10−14s,







Lembrando que os sinais sa˜o cristas de onda subsequentes, a frequeˆncia e´ ν1 =







Ou em termos do comprimento de onda λ1 = cδt1 e do comprimento de onda







O paraˆmetro redshift e´ definido como a mudanc¸a relativa do comprimento de onda
observado e do emitido pela fonte, z ≡ (λ0 − λ1)/λ1, assim:






Das equac¸o˜es (2.41) e (2.42) podemos fazer ainda duas observac¸o˜es:
 Em um universo em expansa˜o, o fator de escala observado e´ maior do que o emitido
(a(t0) > a(t1)) e enta˜o temos um redshift, ou seja, uma diminuic¸a˜o na frequeˆncia ob-
servada por um fator a(t1)/a(t0), o que e´ equivalente a um aumento no comprimento
de onda pelo fator 1 + z;
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 No caso de um universo se contraindo, teremos uma diminuic¸a˜o do fator de escala
o que implica em um blueshift, ou seja, uma diminuic¸a˜o no comprimento de onda
dada pelo fator (2.43).
Portanto, os casos em que z > 1 correspondem a um redshift e quando z < 1
temos um blueshift, indicando que as fontes esta˜o se afastando ou se aproximando de no´s,
respectivamente, sendo este u´ltimo caso devido a movimentos peculiares do objeto.
2.4.2 Medidas de Distaˆncia
Em Cosmologia existem diversas maneiras de se medir a distaˆncia entre dois pontos,
uma vez que vivemos em um universo em expansa˜o [74]. Podemos citar, como exemplos,
a distaˆncia pro´pria11 (d), a distaˆncia como´vel12 (Dc), a distaˆncia de luminosidade (DL) e
a distaˆncia de diaˆmetro angular (DA). As duas primeiras, contudo, na˜o sa˜o diretamente
observadas e as duas u´ltimas sa˜o pass´ıveis de serem obtidas atrave´s das observac¸o˜es as-
tronoˆmicas. Considerando um universo esta´tico temos, d = DA = DL. Mas, ao se admitir
a expansa˜o co´smica, estas medidas apresentam diferentes valores, como veremos a seguir.
Distaˆncia de Luminosidade
A luminosidade aparente Lap de uma fonte com luminosidade absoluta Labs, redshift






Agora podemos introduzir uma distaˆncia de luminosidade de modo que a relac¸a˜o





11E´ definida como o intervalo ou comprimento da geode´sica do tipo espacial, que liga as linhas de
universo de dois observadores, um localizado na origem (0, 0, 0) e o outro em coordenadas gene´ricas
(r, θ, φ), no mesmo instante de tempo t.
12E´ definida como a distaˆncia pro´pria num instante de tempo t dividida pelo fator de escala correspon-
dente.
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de onde obtemos a seguinte relac¸a˜o para DL
13
DL = a(t0)r1(1 + z). (2.46)
Por outro lado, a distaˆncia de uma fonte observada hoje com redshift z pode ser











sen(y), se k = +1
y, se k = 0.
senh(y), se k = −1
(2.48)




















onde H(z) ≡ H0E(z), e a expressa˜o para para E(z) pode ser obtida a partir da equac¸a˜o
(2.28), de modo que:
E(z) =
√
Ω0Λ + Ω0r(1 + z)−4 + Ω0m(1 + z)−3 + Ω0k(1 + z)−2 (2.51)
Por outro lado, utilizando o termo de curvatura, Ωk0 = −k/a20H20 , para reescrever

















sendo esta equac¸a˜o va´lida para qualquer curvatura. Ale´m disso, quando Ω0k → 0 recu-
peramos a curvatura nula e, para o caso de Ω0k < 0, o argumento do seno hiperbo´lico e´
imagina´rio, e podemos usar o fato de que sinh ix = i sinx [28].
13A definic¸a˜o da equac¸a˜o (2.46) tambe´m pode ser obtida a partir do fluxo, como pode ser visto na
sec¸a˜o (4.1)
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A figura (2.12) nos mostra o comportamento da distaˆncia de luminosidade para
diferentes modelos de universo.
Figura 2.12: Distaˆncia de luminosidade adimensional (DL/DH , com DH = cH−10 sendo a distaˆncia de
Hubble). Cada curva representa um modelo de universo, a curva so´lida possui (Ωm,ΩΛ)=(1, 0), a curva
pontilhada possui (Ωm,ΩΛ)=(0.05, 0) e a curva tracejada possui (Ωm,ΩΛ)=(0.2, 0.8) (Hogg, 1999).
Distaˆncia de Diaˆmetro Angular
A distaˆncia de diaˆmetro angular, por sua vez, compara a dimensa˜o f´ısica com o
tamanho angular dos objetos astronoˆmicos, e uma vez que o comprimento pro´prio de
uma determinada fonte seja conhecido, este pode ser usado como re´gua padra˜o. Contudo,
mesmo assumindo a expansa˜o do universo, a re´gua padra˜o deve ser um corpo mantido
agregado pela gravidade ou outros fatores de forma que suas dimenso˜es na˜o sejam modifi-
cadas com a expansa˜o. Neste sentido, alguns estudos teˆm sido realizados para a utilizac¸a˜o
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de fontes de ra´dio ultracompactas pois considera-se que elas na˜o sofrem efeitos evoluti-
vos [75], ou que seu tamanho intr´ınseco evolue de acordo com a seguinte lei de poteˆncia
D = D0(1 + z)
α ([76], [77]).
Consideremos pois, uma fonte na coordenada radial como´vel r1 que emita luz num
tempo t1 e e´ observada hoje subtendendo um pequeno aˆngulo θ. E´ poss´ıvel calcular seu
tamanho intr´ıseco, D, a partir do elemento de linha (2.11), como sendo:
D = a(t1)r1θ. (2.54)







DA = a(t1)r1. (2.56)































Por fim, comparando as equac¸o˜es (2.46) e (2.56), temos que a raza˜o entre as dis-
taˆncias de luminosidade e de diaˆmetro angular e´ simplesmente uma func¸a˜o do redshift :
DL
DA
= (1 + z)2 (2.59)
Em Cosmologia, a expressa˜o DL/DA(1 + z)
2 = 1 e´ conhecida como relac¸a˜o de
dualidade de distaˆncia14 cuja validade tem sido testada na literatura atrave´s de diferentes
14A deduc¸a˜o completa desta relac¸a˜o pode ser encontrada no Cap. 4 e foi obtida partindo dos pressupos-
tos de que o nu´mero de fo´tons e´ conservado e de que fonte e observador esta˜o conectados por geode´sicas
nulas.
37
formas. No cap´ıtulo 4 encontraremos uma revisa˜o bibliogra´fica acerca dos testes existentes,
e no cap´ıtulo 5 teremos os resultados dos testes que elaboramos.
A figura (2.13) nos mostra o comportamento da distaˆncia de diaˆmetro angular
para diferentes modelos de universo. E´ importante notar que quando z →∞, a distaˆncia
na˜o cresce indefinidamente e sim sofre um decre´scimo, o que equivale a um aumento no
tamanho angular em z ≈ 1, o que faz com que objetos mais distantes parec¸am ter tamanho
angular maior, ou seja, sua distaˆncia de diaˆmetro angular e´ menor embora esses objetos
estejam de fato a uma distaˆncia maior do observador.
Figura 2.13: Distaˆncia de diaˆmetro angular adimensional (DA/DH), onde cada curva representa um
modelo de universo. A curva so´lida possui (Ωm,ΩΛ)=(1, 0), a curva pontilhada possui (Ωm,ΩΛ)=(0.05, 0)
e a curva tracejada possui (Ωm,ΩΛ) =(0.2, 0.8) (Hogg, 1999).
Mo´dulo de Distaˆncia
Os astronoˆmos utilizam atualmente o sistema de magnitudes para medir lumino-
sidade e fluxos, mas sua utilizac¸a˜o remonta aos tempos da antiguidade, quando o as-
tronoˆmo grego Hiparco (160-125 a.C.), no se´culo II a.C., estabeleceu uma escala para a
luminosidade das estrelas a olho nu, atribuindo 1 a` mais brilhante e 6 a`s mais fracas.
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Posteriormente, ja´ no se´culo XIX, Norman Robert Pogson (1829-1891) constatou que a
percepc¸a˜o do brilho pelo olho humano obedecia uma lei logar´ıtmica do tipo [78]:
m = A log f +B, (2.60)
com A e B sendo constantes, e f o fluxo. Ele verificou ainda que o fluxo correspondente
a uma estrela de magnitude m = 1 era 100 vezes maior que o fluxo de uma estrela com
magnitude m = 6, de modo que:











de onde obtemos A = −2, 5. A constante B, por sua vez, define o zero da escala e
geralmente e´ utilizada a magnitude aparente da estrela Vega.
A magnitude bolome´trica15 aparente de uma fonte de luz pode ser definida em
termos do fluxo bolome´trico de refereˆncia atrave´s da seguinte relac¸a˜o:






com o fluxo de refereˆncia sendo fx = 2, 53.10
−8Wm−2.
Por outro lado, a magnitude absoluta de uma fonte de luz sera´ a magnitude apa-
rente quando este objeto estiver a uma distaˆncia de 10pc do observador. Assim, podemos
definir a magnitude absoluta de uma fonte que esteja a 10pc de distaˆncia com luminosidade
L e valor de refereˆncia Lx, cujos fluxos sejam, respectivamente, f e fx, como:






Subtraindo as equac¸o˜es (2.62) e (2.63), temos que:












podemos reescrever a equac¸a˜o (2.64) como:






onde µ e´ denominado mo´dulo de distaˆncia e e´ a quantidade geralmente utilizada nos testes
cosmolo´gicos que utilizam medidas de magnitude.
15Grandeza relacionada a energia total emitida por uma estrela.




Neste cap´ıtulo, vamos discutir sucintamente algumas das caracter´ısticas dos aglo-
merados de gala´xias, assim como sua utilizac¸a˜o como observa´vel padra˜o. O pretexto para
abordarmos os aglomerados de gala´xias e´ que podemos obter dois tipos de medidas que
sa˜o utilizadas em diferentes testes cosmolo´gicos, a primeira delas e´ a frac¸a˜o de massa do
ga´s (fgas), principalmente obtida a partir de observac¸o˜es do brilho superficial em raios-X,
e a segunda e´ a medida da distaˆncia de diaˆmetro angular, a qual pode ser estimada atrave´s
das medidas combinadas do brilho superficial em raios-X e do efeito Sunyaev-Zel’dovich.
Nas pro´ximas sec¸o˜es discutiremos em detalhes como estimar as medidas de frac¸a˜o de ga´s
e as medidas de distaˆncia, tanto utilizando o ESZ + raios-X, como os dados da taxa de
expansa˜o do universo, H(z).
3.1 Aglomerados de Gala´xias
As gala´xias raramente encontram-se isoladas no universo e tampouco esta˜o distri-
bu´ıdas uniformemente no espac¸o, sua maioria (entre 60% e 70%) concentra-se em aglo-
merados, os quais conteˆm cerca de 50% de seus membros em uma regia˜o < 1Mpc, e cuja
classificac¸a˜o e´ feita de acordo com o nu´mero de gala´xias.
Os aglomerados pobres sa˜o estruturas com ate´ ≈ 10 gala´xias, principalmente do
tipo espirais e irregulares, e sa˜o conhecidos como grupos. Por outro lado, os aglomerados
ricos conte´m entre 10− 102 gala´xias ligadas gravitacionalmente, sendo, portanto, as mai-
Figura 3.1: Na imagem a` esquerda podemos ver uma simulac¸a˜o da estrutura filamentar do Universo,
onde os pontos mais luminosos indicam os halos das gala´xias gigantes e na intersecc¸a˜o dos filamentos
pode-se observar a formac¸a˜o dos aglomerados de gala´xias (Fonte: simulac¸a˜o realizada por Couchman,
Universidade de Onta´rio, Canada´). Na imagem da direita temos a estrutura filamentar do universo
observado (Fonte: survey realizado pelo LCO (Las Campanas Observatory)).
ores estruturas virializadas do Universo, com massas entre 1014 − 1015 massas solares, e
luminosidade na faixa de 1043 − 1046erg/s. Sua emissa˜o se da´ principalmente em raios-X
via bremsstrahlung te´rmico1 e suas temperaturas giram em torno de 1− 10KeV .
Quanto a` sua origem, os aglomerados de gala´xias sa˜o o resultado das perturbac¸o˜es
de densidade do Universo primordial. A` medida em que essas perturbac¸o˜es aumentaram
ao longo da evoluc¸a˜o do Universo, por meio da atrac¸a˜o gravitacional, essas estruturas
tomaram a forma filamentar prevista por simulac¸o˜es computacionais, e que e´ observada
atualmente, como podemos ver na figura (3.1).
Quanto a` composic¸a˜o dos aglomerados temos que, 80% de sua massa e´ mate´ria
escura que, por interagir apenas gravitacionalmente, e´ detectada atrave´s de seus efeitos
dinaˆmicos e pelas lentes gravitacionais; as gala´xias contabilizam com cerca de ≈ 2 − 3%
da massa total e o ga´s do meio intra-aglomerado, que possui temperatura me´dia da ordem
de 107 − 108K e densidade central de 10−3 − 10−2part´ıculas/cm3, corresponde a cerca de
1Discutiremos este efeito com detalhes na pro´xima sec¸a˜o.
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17− 18% da massa total do aglomerado.
A detecc¸a˜o do MIA se da´ por pelo menos treˆs formas:
1. Efeito de pressa˜o sobre o ga´s mais frio no interior das gala´xias, figura (3.2);
2. Radiac¸a˜o bremsstrahlung : sendo o ga´s do MIA extremamente rarefeito e com tem-
peraturas altas, ele e´ completamente ionizado e opticamente fino. Nestas condic¸o˜es
os ele´trons livres sa˜o espalhados pelos ı´ons do ga´s, acarretando na emissa˜o observada
em raios-X;
3. Efeito Sunyaev-Zel’dovich: ocorre quando os fo´tons da radiac¸a˜o co´smica de fundo
interagem com os ele´trons do ga´s do MIA atrave´s do efeito Comptom inverso, de
modo que os ele´trons perdem energia tornando os fo´tons que atravessam o aglome-
rado mais energe´ticos.
Figura 3.2: Emissa˜o em ra´dio da gala´xia el´ıptica NGC 7720 no aglomerado de Abell 2634. Os tons em
azuis e com curvas de n´ıvel representam a` emissa˜o em ra´dio devido o movimento da gala´xia em relac¸a˜o
ao meio intra-aglomerado (Lima Neto, 2005).
E´ poss´ıvel ainda a utilizac¸a˜o dos aglomerados de gala´xias como “re´gua padra˜o”.
Neste sentido, a partir da suposic¸a˜o de que a frac¸a˜o de massa do ga´s em aglomerados e´
constante, ou seja, na˜o evolui com o redshift, esta torna-se um bom observa´vel para impoˆr
limites sobre os paraˆmetros cosmolo´gicos. A medida de fgas, como veremos na po´xima
sec¸a˜o, pode ser obtida a partir dos perfis de densidade e temperatura do aglomerado,
de modo que vai depender da distaˆncia de diaˆmetro angular na forma fgas ∝ D3/2A (z),
contudo, esta frac¸a˜o so´ sera´ constante se o modelo adotado para obter DA for o correto
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([80], [81]).
3.1.1 Ca´lculo da Massa em Forma de Gala´xias
A massa das gala´xias pode ser inferida a partir de sua luminosidade total multi-







Da relac¸a˜o de luminosidade, (2.44), apresentada na sec¸a˜o 2.4.2 temos que,
Lx ∝ D2L,
com DL sendo uma func¸a˜o dos paraˆmetros (z, h,Ωi), equac¸a˜o (2.53).
Por outro lado, a raza˜o massa-luminosidade e´ proporcional apenas ao paraˆmetro





Mgal ∝ hD2L. (3.2)
E´ importante enfatizar que, mesmo considerando um aglomerado rico, o qual con-
te´m uma grande quantidade de gala´xias, a massa referente a`s gala´xias contribui muito
pouco para a massa total do aglomerado, com a maior parte da contribuic¸a˜o provinda da
mate´ria barioˆnica vindo do ga´s do MIA.
3.1.2 Ca´lculo da Massa em Forma de Ga´s do MIA
O ga´s do meio intra-aglomerado e´ composto principalmente pelos elementos forma-
dos na nucleoss´ıntese primordial (uma frac¸a˜o de ≈ 0.58 de hidrogeˆnio e he´lio) e pelo mate-
rial ejetado no processo de formac¸a˜o de gala´xias, incluindo trac¸os estelares intergala´ticos
[84]. Os elementos pesados, que somam uma pequena contribuic¸a˜o, foram provavelmente
produzidos por supernovas do tipo II [85].
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Sabe-se que a massa de um ga´s ocupando um certo volume V e´ dada por:




Por simplicidade, vamos supor que o ga´s apresenta simetria esfe´rica. Assim:





Seguindo a abordagem de Sasaki (1996) e assumindo que a densidade do ga´s segue










onde ne0 e rc sa˜o, respectivamente, a densidade de ele´trons e o raio na regia˜o central e β e´
a energia por unidade de massa nas gala´xias dividido pela energia por unidade de massa
no MIA [86].
Como ja´ foi argumentado, o ga´s do MIA tem origem no ga´s primordial e podemos
considerar que ele e´ constitu´ıdo apenas por hidrogeˆnio e he´lio. Uma vez desprezados os















onde X e´ a abundaˆncia do hidrogeˆnio. Assim, usando o fato de que,
ρgas = ρH + ρHe ⇒











sendo mH a massa do hidrogeˆnio. Logo, a equac¸a˜o (3.4) torna-se:













Definindo a varia´vel x = r/rc, obtemos:













A expressa˜o (3.10) representa a massa em forma de ga´s do aglomerado e o nosso
pro´ximo passo sera´ deduzir uma expressa˜o para a massa total do aglomerado, uma vez
que, na pro´xima sec¸a˜o deduziremos a frac¸a˜o de massa do ga´s, que e´ a raza˜o entre a mate´ria
em forma de ga´s e a mate´ria total do aglomerado, incluindo a mate´ria escura.
3.1.3 Ca´lculo da Massa Total de Um Aglomerado
Finalmente, vamos deduzir a massa total de um aglomerado, lembrando que esta
quantidade engloba na˜o so´ a mate´ria barioˆnica, mas tambe´m a mate´ria escura. Desta
feita, assumindo um modelo com equil´ıbrio hidrosta´tico e simetria esfe´rica, a equac¸a˜o de






em que G e´ a constante gravitacional de Newton e ρ a densidade de mate´ria em ana´lise.





onde kB e´ a constante de Boltzmann, TG e´ a temperatura do ga´s e µ e´ o peso molecular
me´dio do hidrogeˆnio. Combinando as equac¸o˜es (3.12) e (3.13), obtemos:






















3.2 Frac¸a˜o de Massa do Ga´s em Aglomerados de Ga-
la´xias
A frac¸a˜o de massa do ga´s de um aglomerado e´ definida como a raza˜o entre a massa

















com todos os paraˆmetros ja´ definidos anteriormente. No entanto, um dos paraˆmetros
observacionais da equac¸a˜o anterior na˜o pode ser inferido observacionalmente, que e´ a
densidade de ele´trons na regia˜o central, ne0. Uma maneira de resolver este problema e´
obter essa densidade atrave´s da radiac¸a˜o de Bremsstrahlung, como veremos a seguir.
fgas via Bremsstrahlung
O desenvolvimento da astronomia de raios-X teve in´ıcio na de´cada de 1970 com o
lanc¸amento do sate´lite UHURU e as primeiras observac¸o˜es revelaram que os aglomerados
de gala´xias sa˜o as fontes estendidas mais luminosas de raios-X no ce´u ([88], [89], [90]) (fig.
3.3), onde os fo´tons emitidos, nessa faixa do espectro eletromagne´tico, possuem energias
t´ıpicas da ordem de 102 − 104eV .
As observac¸o˜es em raios-X foram usadas inicialmente para restringir a frac¸a˜o de
massa do ga´s nos aglomerados e, assim, definir um limite inferior para a frac¸a˜o de ba´rions
no universo (ΩB/ΩM) [91]. Mas, com a evoluc¸a˜o dos instrumentos de observac¸a˜o mais
detalhes puderam ser observados nos aglomerados como, por exemplo, a descoberta de
sub-estruturas nos mesmos.
A radiac¸a˜o em raios-X te´rmica e´ uma ferramenta importante para o estudo de
fontes co´smicas, onde os processos de alta energia sa˜o importantes. Exemplos desse tipo
sa˜o a corona do Sol e das estrelas, flares solares e estelares, remanescentes de supernovas,
varia´veis catacl´ısmicas, discos de acrec¸a˜o em estrelas bina´rias e em torno de buracos
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Figura 3.3: Imagem a` esquerda: Imagem no o´ptico da parte central do aglomerado de Coma centrada
na gala´xia NGC4889; a gala´xia brilhante a` direita e´ a NGC4874. Imagem a` direita: Imagem de raios-X
(ROSAT) de Coma. Fonte: http://chandra.harvard.edu/photo/2002/0150/ more.html.
negros (gala´cticos e extragala´cticos), o meio interestelar difuso da nossa Gala´xia ou de
gala´xias externas, as partes exteriores de nu´cleos de gala´xias ativas (AGN2), o meio intra-
aglomerado quente e o meio intra-aglomerado difuso [84].
Os plasmas quentes sa˜o regio˜es emissoras de Bremsstrahlung ou emissa˜o livre-livre.
Logo, a emissa˜o em raios-X dos aglomerados adve´m basicamente do ga´s do MIA atrave´s
do efeito Bremsstrahlung te´rmico [92]. Uma vez que esse ga´s possui baixas densidades e
altas temperaturas, ele e´ extremamente rarefeito e opticamente fino. Nestas condic¸o˜es, os
ele´trons sa˜o acelerados durante as coliso˜es com os ı´ons no plasma e emitem radiac¸a˜o, que
escapa da nuvem uma vez que a profundidade o´ptica e´ baixa.
Para encontrar a massa devido o efeito Bremsstrahlung, devemos considerar me-
didas de luminosidade em raios-X do aglomerado. A expressa˜o para luminosidade total














2Do ingleˆs Actic Galactic Nuclei
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Como a detecc¸a˜o do ga´s intra-aglomerado e´ principalmente devido o Bremsstrah-
lung te´rmico, podemos supor que as componentes do ga´s esta˜o em equil´ıbrio te´rmico
e considerar uma distribuic¸a˜o de velocidade maxwelliana, de modo que encontramos a
















onde me e´ a massa do ele´tron, e o mo´dulo da carga do ele´tron, ~ a constante de Planck
sobre 2pi, c a velocidade da luz, ne a distribuic¸a˜o de ele´trons no ga´s e Zi e ni sa˜o, respec-
tivamente, os nu´meros atoˆmicos e a distribuic¸a˜o dos elementos. gBi e´ o fator de Gaunt
dos constituintes do ga´s; ele leva em conta as correc¸o˜es devido os efeitos quaˆnticos e
relativ´ısticos da emissa˜o Bremsstrahlung3.
















Lembrando que podemos considerar o ga´s do MIA sendo constitu´ıdo apenas por
























(1 + x2)−3βx2dx, (3.23)














De posse da equac¸a˜o anterior, podemos obter a densidade de ele´trons na regia˜o
central do aglomerado, ne0, substituir esse resultado na equac¸a˜o geral para a frac¸a˜o de


























x (< R), (3.25)
3Para um estudo detalhado da emissa˜o Bremsstrahlung e dos termos relacionados a ela, podemos citar
[92].
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com todos os componentes ja´ definidos anteriormente. Como a medida de fgas obtida via
Bremsstrahlung e´ obtida em raios-X, iremos denota´-la simplesmente por fx.
Podemos ainda, analisar a expressa˜o (3.24) e perceber que alguns termos dependem
dos paraˆmetros cosmolo´gicos, especificamente, rc, R e Lx. Os raios esta˜o relacionados com
a dimensa˜o f´ısica do aglomerado (regia˜o central e o aglomerado como um todo) sendo,
portanto, proporcionais a` distaˆncia de diaˆmetro angular,
rc ∝ DA (3.26)
R ∝ DA (3.27)
e a luminosidade Lx que e´ proporcional ao quadrado da distaˆncia de luminosidade,
Lx ∝ D2L. (3.28)
Identificando todos os valores independentes dos paraˆmetros cosmolo´gicos por uma








Esta e´ a expressa˜o geral para a frac¸a˜o de ga´s em raios-X em func¸a˜o da distaˆncia de
diaˆmetro angular, sem nenhuma suposic¸a˜o acerca da RDDC. A evideˆncia da dependeˆncia
da fgas com a validade da RDDC foi originalmente deduzida por Gonc¸alves et al. (2012).
Vimos anteriormente que, os primeiros trabalhos na literatura utilizavam as medi-
das de fgas como discriminador cosmolo´gico e assumiam, direta ou indiretamente, η = 1
na RDDC. Assumindo este pressuposto, a equac¸a˜o anterior toma a conhecida forma [80],
fx ∝ D3/2A , (3.31)
de maneira que, se as ana´lises que utilizam a expressa˜o (3.31) se restringirem a modelos
em acordo com os pressupostos de validade da RDDC5, seus resultados sa˜o igualmente
va´lidos.
4Uma deduc¸a˜o completa da equac¸a˜o (4.24) pode ser encontrada na sec¸a˜o 4.1, onde e´ justificada a
presenc¸a do fator η.
5Veremos pormenorizadamente tais pressupostos no pro´ximo cap´ıtulo.
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Uma vez que, o objetivo deste trabalho e´ analisar a RDDC e suas consequeˆn-
cias cosmolo´gicas, na˜o consideraremos sua validac¸a˜o, a priori, e portanto, utilizaremos a
equac¸a˜o para a frac¸a˜o de ga´s na sua forma completa, (3.30).
3.3 Efeito Sunyaev-Zel’dovich
Como vimos, a principal forma de detecc¸a˜o dos aglomerados de gala´xias se da´
atrave´s das observac¸o˜es em raios-X, o que indica que o meio intra-aglomerado e´ constitu´ıdo
de um ga´s quente e difuso que emite nessa faixa.
Uma vez que ele´trons e fo´tons coexistam em uma determinada regia˜o do MIA, pode
acontecer uma distorc¸a˜o do espectro da radiac¸a˜o co´smica de fundo devido o espalhamento
dos fo´tons pelos ele´trons. Sendo o tamanho dessa regia˜o l, tal que, l λν , onde λν e´ o livre
caminho me´dio dos fo´tons em um espalhamento Thomson, enta˜o os fo´tons sofrem mais
espalhamentos; se l  λν , ocorre o contra´rio. Torna-se conveniente, enta˜o, definir uma
profundidade o´tica τ ≡ l/λe = neσT l, de modo que τ  1 implica forte espalhamento.




onde σT = (8pi/3)[(e
2/mec
2)]2 e´ a sec¸a˜o de choque para o espalhamento Thomson, ne e´
a densidade de ele´trons e l e´ o comprimento do aglomerado ao longo da linha de visada.
Para aglomerados t´ıpicos, τt ≈ 10−2−10−3, o que implica que apenas uma pequena frac¸a˜o
dos fo´tons de uma fonte de ra´dio sera´ espalhada ao atravessar o aglomerado [86].
Vimos tambe´m que a RCF e´ uma das principais fontes de radiac¸a˜o em baixa
frequeˆncia dominante no universo. Ela e´ bem caracterizada por um espectro planckiano6
com uma temperatura de TR ≈ 2.7K e possui pequenas anisotropias, uma parte em 100
mil, que revelam a estrutura do universo no per´ıodo da recombinac¸a˜o (z ≈ 1000), quando
o universo se torna transparente a` radiac¸a˜o. Essas anisotropias sa˜o do tipo prima´rias
e sa˜o causadas devido o avermelhamento gravitacional dos fo´tons que se encontravam
em regio˜es mais densas que a me´dia na e´poca do desacoplamento, o que e´ conhecido
por efeito Sachs-Wolf ([94], [27]). Existem ainda anisotropias secunda´rias, que sa˜o as
6O mesmo que um espectro de radiac¸a˜o de corpo negro.
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provocadas pelas interac¸o˜es com a mate´ria apo´s o desacoplamento. O principal exemplo
dessas interac¸o˜es e´ o espalhamento Compton inverso que os fo´tons da RCF sofrem ao
interagirem com os ele´trons energe´ticos que existem no MIA. A esse efeito da´-se o nome
de efeito Sunyaev-Zel’dovich ([5], [95], [96], [97]).
As duas formas mais comuns de se considerar o ESZ sa˜o o ESZ te´rmico e o cine-
ma´tico. O primeiro ocorre em consequeˆncia de uma mudanc¸a aparente no brilho da RCF
quando esta e´ observada em aglomerados de gala´xias ou qualquer outro reservato´rio de
plasma quente e o segundo surge devido a` velocidade peculiar do aglomerado em relac¸a˜o
a` RCF.
ESZ te´rmico
As altas temperaturas do ga´s do MIA permitem que sua detecc¸a˜o se deˆ na faixa
dos raios-X, como ja´ vimos anteriormente. Assim, quando os ele´trons energe´ticos do meio
interagem com os fo´tons da RCF, por efeito Compton inverso, eles doam energia aos fo´tons
da RCF causando uma pequena distorc¸a˜o no seu espectro planckiano (fig. 3.4).
Podemos entender essa distorc¸a˜o da seguinte forma: devido a aparente homoge-
neidade e isotropia, o nu´mero de fo´tons da radiac¸a˜o co´smica de fundo permanece aproxi-
madamente constante no MIA, com os fo´tons de baixa energia se tornando fo´tons de alta
energia apo´s o espalhamento, o que acarreta em uma diminuic¸a˜o na intensidade observada
da RCF em baixas frequeˆncias e um aumento em altas frequeˆncias.
Devido a` conservac¸a˜o do nu´mero de fo´tons, podemos quantificar esse desvio no
espectro planckiano atrave´s da equac¸a˜o de Boltzmann:
∂f
∂t
+ ~v · ∇f + ~a · f = C, (3.33)
onde f e´ a func¸a˜o de distribuic¸a˜o dos fo´tons, ~a e´ a acelerac¸a˜o causada por uma forc¸a
externa e C e´ o termo colisional de Boltzmann.
Estamos nos restringindo aos fo´tons da RCF espalhados pelo efeito Comptom in-






Figura 3.4: Esquema do efeito Sunyaev-Zel’dovich te´rmico considerando o espalhamento de um fo´-
ton da RCF por um ele´tron do ga´s de um aglomerado fict´ıcio. Retirada de: http://www.russia-
ic.com/people/general/z/141.
Nesse caso, a func¸a˜o de distribuic¸a˜o dos fo´tons f(ν) e´ proporcional ao nu´mero de ocupac¸a˜o
n(ν) da seguinte forma:
n(ν) = (2pi~)3f(ν), (3.35)
e, enta˜o, a equac¸a˜o de Boltzmann pode ser escrita em termos de n. Diante disso, o termo
colisional C vai descrever como n(ν) muda devido a`s contribuic¸o˜es de fo´tons de diferentes
frequeˆncias ν ′ que migram para a frequeˆncia ν e a migrac¸a˜o de fo´tons de frequeˆncia ν
para as frequeˆncias ν ′ em raza˜o do espalhamento Compton. Dessa forma, a equac¸a˜o de












c[n(ω′)[1 + n(ω)]N(E ′)]− n(ω)[1 + n(ω′)]N(E)], (3.36)
com (dσ/dΩ) sendo a sec¸a˜o de choque do espalhamento, ω = 2piν e N(E) e´ a func¸a˜o
de distribuic¸a˜o dos ele´trons. Os termos n(ω′) e n(ω) representam, respectivamente, os
espalhamentos que transformam fo´tons com frequeˆncia ω′ em ω e fo´tons com frequeˆncia ω
em ω′; ja´ os termos 1+n(ω) e 1+n(ω′) levam em conta os processos de emissa˜o estimulada
que aumentam a probabilidade de espalhamento da frequeˆncia ω′ para ω.
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No limite na˜o-relativ´ıstico o processo de espalhamento e´ substancialmente simpli-
















a qual descreve a mudanc¸a no nu´mero de ocupac¸a˜o n(ν) no processo de difusa˜o. Ale´m





e´ o paraˆmetro de Comptonizac¸a˜o7, onde ne e´ a densidade nume´rica dos ele´trons. Em








onde a integral e´ efetuada ao longo da linha de visada do aglomerado e σT e´ a sec¸a˜o de
choque Thomson.
Vamos utilizar o nu´mero de ocupac¸o˜es de um ga´s de fo´tons, dado pela estat´ıstica
de Bose-Einstein [101], tal que,
n =
1
ehν/kBTRCF − 1 =
1
ex − 1 . (3.40)
Uma vez que, os ele´trons do MIA sa˜o mais energe´ticos do que os fo´tons da RCF,
















Devido a homogeneidade do lado direito na equac¸a˜o anterior, podemos substituir xe por
x, onde x e´ definido como x = hν/kBTRCF [100].





(ex − 1)2 [x coth (x/2)− 4] . (3.42)
7Grandeza ligada ao ganho total de energia obtido pelos fo´tons.
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Ale´m disso, como a nuvem de ele´trons no meio intra-aglomerado e´ opticamente




e obter uma fo´rmula simples para a mudanc¸a





(ex − 1)2 [x coth (x/2)− 4] . (3.43)
Podemos ainda escrever a intensidade de radiac¸a˜o observada em termos do nu´mero
de ocupac¸a˜o,
I(ν, T ) = (2hν3/c2)n(ν, T ). (3.44)





(ex − 1)xy [x coth (x/2)− 4] . (3.45)
Todavia, e´ mais conveniente medir a intensidade em termos da temperatura de
brilho - temperatura de um corpo negro que tenha a mesma intensidade na frequeˆncia
observada. A intensidade e a temperatura podem ser relacionadas por uma derivada, de
forma que podemos obter:
∆TRCF
TESZ
= y [x coth (x/2)− 4] , (3.46)
ou ainda,







f(x) = [x coth (x/2)− 4]. (3.48)
No limite de Rayleigh-Jeans (x → 0) a equac¸a˜o (3.46) nos fornece ∆TESZ/TRCF = −2y,
o que implica em uma diminuic¸a˜o na temperatura de brilho dos fo´tons da RCF apo´s o
espalhamento, quando observado em baixas frequeˆncias. Por outro lado, na regia˜o de
Wien (altas frequeˆncias) temos que ∆TESZ/TRCF > 0, o que corresponde a um aumento
na temperatura de brilho dos fo´tons da RCF apo´s o espalhamento. Como ha´ conservac¸a˜o
do nu´mero de fo´tons, a conclusa˜o imediata e´ que o resfriamento na regia˜o de baixas
frequeˆncias e o aquecimento na regia˜o de altas frequeˆncias ocorre devido a transfereˆncia
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dos fo´tons das regio˜es de baixa para as de alta frequeˆncia do espectro de corpo negro da
RCF.
Existe ainda uma frequeˆncia de transic¸a˜o na qual o ESZ e´ nulo, ou seja, ∆TESZ = 0,
o que fornece x = 4 e ν = 217GHz, de modo que, para ν < 217GHz temos ∆TESZ < 0 e
para ν > 217GHz temos ∆TESZ > 0 [102]. Esta ana´lise tambe´m pode ser feita em func¸a˜o
da intensidade da radiac¸a˜o observada, como mostrado na figura (3.5).
Figura 3.5: Distorc¸a˜o observada no espectro da RCF devido ao efeito Sunyaev-Zel’dovich. A linha
tracejada mostra o espectro original e a linha cont´ınua mostra o espectro distorcido devido a` interac¸a˜o
(Carlstrom et al., 2002).
Devemos notar ainda que as expresso˜es apresentadas ate´ aqui descrevem apenas
uma distribuic¸a˜o te´rmica na˜o relativ´ıstica de ele´trons, de modo que, para obter expresso˜es
mais gerais, devemos utilizar as correc¸o˜es relativ´ısticas necessa´rias. Assim, a equac¸a˜o para
a mudanc¸a espectral da RCF, em termos de uma mudanc¸a na temperatura, incluindo as
correc¸o˜es, torna-se:






onde Ψ(x, Te) e´ uma func¸a˜o que depende da frequeˆncia e das correc¸o˜es relativ´ısticas
δ(ESZ), tal que,
Ψ(x, Te) = f(x)[1 + δ(ESZ)]. (3.50)
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ESZ cinema´tico
Outra forma de observar o ESZ e´ devido a` velocidade peculiar do aglomerado em
relac¸a˜o a` RCF, o que produz uma distorc¸a˜o no espectro observado da RCF. Essa distorc¸a˜o








onde vpec e´ a velocidade peculiar do aglomerado projetada na linha de visada e τe e´ a
profundidade o´ptica do MIA.
O primeiro trabalho a citar a diminuic¸a˜o de temperatura da radiac¸a˜o devido o
efeito cinema´tico foi o de Sunyaev & Zel-dovich (1972). Pore´m, a deduc¸a˜o completa
do espectro do ESZ cinema´tico somente foi publicada em 1995 por Phillips (1995). Uma
maneira alternativa de deduzir esse efeito pode ser encontrada em Birkinshaw (1999), onde
sa˜o utilizadas diferentes convenc¸o˜es e uma equac¸a˜o de tranfereˆncia radiativa ao inve´s da
equac¸a˜o de Boltzmann. Tal deduc¸a˜o nos conduz a`s seguintes expresso˜es para as mudanc¸as










(ex − 1)2 , (3.53)
onde α = vpec/c e o sinal negativo no lado direito das equac¸o˜es indicam o sentido da
velocidade, por exemplo, quando vpec > 0 (velocidade de recessa˜o) temos o sinal negativo.
Ale´m do mais, essa forma espectral corresponde a um simples decre´scimo na temperatura,
como afirmou Sunyaev & Zel-dovich (1972).
Outra caracter´ıstica importante e´ que o ESZ cinema´tico e´ muito dif´ıcil de ser
medido na presenc¸a do efeito te´rmico. Temos por exemplo que, a raza˜o entre as distorc¸o˜es















que e´ algo pequeno quando comparado as velocidades esperadas para os aglomerados
(da ordem de centenas de kms−1) e de suas temperaturas (da ordem de poucos keV ).
Todavia, e´ poss´ıvel estudar esses efeitos separadamente usando seus diferentes espectros.
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Podemos notar, da figura (3.6), que o ESZ cinema´tico produz uma distorc¸a˜o ma´xima na
temperatura na frequeˆncia em que o ESZ te´rmico e´ nulo, ou seja, ν = 217GHz. Isto
proporciona que as observac¸o˜es em frequeˆncias pro´ximas a 217GHz sejam mais sens´ıveis
ao ESZ cinema´tico do que ao ESZ te´rmico.
Figura 3.6: A linha cont´ınua representa o ESZ te´rmico, a linha tracejada o ESZ cine´tico, e a linha
pontilhada representa o espectro de corpo negro da RCF multiplicada por um fator de 0.0005 (Carlstrom
et al., 2002).
Por fim, mas na˜o menos importante, um aspecto bastante interessante do ESZ
cinema´tico e´ que ele fornece um me´todo para medir as velocidades peculiares de objetos,
mesmo que estejam a grandes distaˆncias. Basta que tenhamos calculado a profundidade
o´tica do aglomerado e feito as medic¸o˜es das distorc¸o˜es no espectro [104].
3.3.1 Ca´lculo de DA de Aglomerados de Gala´xias
Nosso pro´ximo passo e´ determinar a distaˆncia de diaˆmetro angular dos aglome-
rados de gala´xias atrave´s de uma te´cnica que combina o ESZ e o brilho superficial em
raios-X (Sx), que consiste da imagem em raios-X do aglomerado projetada no plano do
ce´u. Estas duas quantidades podem ser escritas como integrais ao longo da linha de vi-
sada do aglomerado e apresentam diferentes dependeˆncias com a densidade eletroˆnica do













onde z e´ o redshift do aglomerado, Λe(E, Te) e´ a func¸a˜o de resfriamento em raios-X do
MIA, que depende da energia emitida em raios-X (E) e da temperatura dos ele´trons (Te)
e Ψ(x, Te) e´ a func¸a˜o que considera a dependeˆncia do ESZ com a frequeˆncia e as correc¸o˜es
relativ´ısticas, dada pela equac¸a˜o (3.50).
Para resolver as integrais anteriores e´ necessa´rio utilizar um modelo para a dis-
tribuic¸a˜o do ga´s de ele´trons do MIA e sua densidade. Por praticidade, vamos adotar
o modelo β esfe´rico e isote´rmico, cuja densidade eletroˆnica e´ constante sobre camadas
esfe´ricas do ga´s do MIA, dependendo apenas da distaˆncia da camada ate´ o centro do









onde ne0 e´ a densidade de ele´trons na regia˜o central do aglomerado, rC e´ o raio do“caroc¸o”
central e β e´ o paraˆmetro que determina a taxa de decre´scimo da densidade.
De maneira ana´loga a` densidade, a temperatura e a func¸a˜o de resfriamento sa˜o
escritas em termos de suas quantidades na regia˜o central e multiplicadas por fatores adi-
mensionais. Todavia, ao adotarmos o modelo β esfe´rico e isote´rmico, como a temperatura
e´ considerada constante, teremos Te = Te0 e Λe ≡ Λe0. Ademais, na equac¸a˜o (3.57) temos
r2 = x2 + y2 + κ2, com a coordenada κ ao longo da linha de visada, e podemos considerar
















Por ca´lculos diretos e fazendo algumas mudanc¸as de varia´veis, encontramos o se-






















e onde θ = R/DA e θc = rc/DA.
Seguindo passos semelhantes podemos calcular o decremento na temperatura da



















Os termos Sx0 e ∆T0 sa˜o conhecidos como termos de normalizac¸a˜o e incluem as infor-
mac¸o˜es f´ısicas e geome´tricas resultantes da integrac¸a˜o do modelo-β ao longo da linha de
visada e os termos θc e β podem ser obtidos a partir de uma ana´lise dos dados de raios-X
e ESZ.
De posse das equac¸o˜es (3.60) e (3.62), podemos fazer (∆T0)
2/Sx0 e encontrar o raio
do caroc¸o central, e assim determinar uma relac¸a˜o para a distaˆncia de diaˆmetro angular,























O me´todo descrito anteriormente para medir a distaˆncia ate´ um aglomerado de
gala´xias e´ direto e pode ser aplicado mesmo a` grandes distaˆncias cosmolo´gicas sem que
seja preciso fazer uso de alguma cadeia intermedia´ria de estimadores de distaˆncia, como
por exemplo a escala de distaˆncia co´smica. O problema surge quando o aglomerado possui
alguma assimetria ou devido as propriedades que surgem em decorreˆncia da projec¸a˜o
destes no plano celeste, quando enta˜o o modelo β esfe´rico e isote´rmico utilizado para
deduzir DA e´ claramente inva´lido ([106], [107]). Neste caso, se o aglomerado esta´ alongado
por um fator ξ na linha de visada, ou seja, se o raio do nu´cleo da distribuic¸o do ga´s com a
linha de visada (coordenada κ) e´ maior por um fator ξ se comparado com os outros dois











o que faz com que os termos Sx0 e ∆T0 aumentem por um fator ξ. Uma vez que para
determinarmos a distaˆncia de diaˆmetro angular fizemos (∆T0)
2/Sx0, o valor estimado





Podemos ainda estipular uma expressa˜o para DA onde consideramos a relac¸a˜o de
dualidade de distaˆncia co´smica em sua forma geral8. Para isto, vamos supor o brilho





























Por meio de procedimentos ana´logos, fazendo (∆T0)
2/Sx0, e utilizando a expressa˜o
geral para a RDDC (4.24), obtemos a nova expressa˜o para a distaˆncia de diaˆmetro angular,


























onde DobsA e´ a distaˆncia de diaˆmetro angular obtida diretamente das observac¸o˜es.
3.4 Medidas da Taxa de Expansa˜o do Universo
O conceito de que o Universo esta´ passando por uma fase de expansa˜o acelerada
teˆm sido fortemente provado e isso faz com que um dos objetivos fundamentais da cosmo-
logia moderna seja encontrar com qual taxa o universo expande e qual e´ sua dependeˆncia
8A deduc¸a˜o desta relac¸a˜o pode ser encontrada no cap´ıtulo 4, sec¸a˜o 4.1
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com o redshift. As medic¸o˜es da histo´ria da expansa˜o podem ser descritas pela evoluc¸a˜o
do paraˆmetro de Hubble, H(z) = a˙/a, e fornecem um dos mais importantes testes obser-
vacionais de modelos cosmolo´gicos, os quais caracterizam as diferentes componentes do
Universo e sua evoluc¸a˜o com o tempo [108].
Visto a importaˆncia de sabermos qual e´ o paraˆmetro de Hubble e, assim, entender
a histo´ria de expansa˜o do Universo, existem atualmente na literatura dois me´todos para
medir H(z): um baseado na diferenc¸a de idade entre gala´xias e outro atrave´s das oscilac¸o˜es
acu´stica de ba´rions na direc¸a˜o radial. O primeiro me´todo foi inicialmente apresentado por
Jimenez & Loeb (2002), que baseados nas medidas de diferenc¸a de idade (∆t) entre duas
gala´xias que foram formadas ao mesmo tempo mas esta˜o separadas por um pequeno
intervalo de redshift (∆z), puderam inferir as medidas da taxa de expansa˜o a partir da
seguinte expressa˜o,





sendo esta equac¸a˜o facilmente deduzida a partir da definic¸a˜o de H(z). O me´todo da
diferenc¸a de idade faz uso das gala´xias luminosas vermelhas (LRG’s9), pois estas sa˜o
gala´xias massivas e cujas populac¸o˜es de estrelas constituintes sa˜o bastante homogeˆneas.
De modo que, ale´m de servir como “gala´xias relo´gio”, tambe´m sa˜o o´timos estimadores
da distribuic¸a˜o de mate´ria do universo, ale´m do que a identificac¸a˜o e as observac¸o˜es
espectrosco´picas dessas gala´xias conduzem a` determinac¸o˜es diretas de H(z) em redshifts
baixos e intermedia´rios [110].
Ao fazer a aproximac¸a˜o,





onde ∆z e´ a diferenc¸a de redshift entre duas gala´xias e ∆t a diferenc¸a entre suas idades,
sa˜o obtidas medidas de H(z), em z 6= 0, que sa˜o independentes de modelo cosmolo´gico.
Ao longo dos anos mais medidas de H(z) foram realizadas utilizando tanto o me´-
todo da diferenc¸a de idade ([111],[112], [113], [114]) quanto BAO ([108], [115], [116]), o
que proporcionou um aumento no conjunto de dados. A maior compilac¸a˜o de dados de
H(z) tem, atualmente, 28 dados numa faixa de redshift de 0.07 ≤ z ≤ 2.3 que pode ser
encontrada na tabela 1 da refereˆncia [117] e vista na figura (3.7), retirada de [118]. Existe,
9Do ingleˆs Luminous Red Galaxies.
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contudo, uma limitac¸a˜o nos me´todos citados anteriormente. Eles fornecem medidas de
H(z) apenas ate´ um redshift ma´ximo de z = 2.3. Para contornar isto, Corasaniti et
al. (2007) propuseram um me´todo, atrave´s da espectroscopia de quasares e utilizando
medidas da variac¸a˜o temporal de velocidade das fontes, capaz de determinar a taxa de









A principal vantagem deste novo me´todo e´ que os dados de H(z) sa˜o estendidos ate´ o
“deserto de redshift” (2 < z < 5) e assim podem melhorar as restric¸o˜es dos paraˆmetros
cosmolo´gicos.
Figura 3.7: Dados atuais de H(z). Os c´ırculos vermelho, amarelo, azul escuro e preto sa˜o
as medidas realizadas pelo me´todo da diferenc¸a de idade, e os losangos verde, azul claro
e rosa sa˜o as medidas feitas atrave´s de BAO (Ferreira, 2014).
Como teste cosmolo´gico, as medidas de H(z) foram utilizadas em diversos contex-
tos: para restringir o paraˆmetro da equac¸a˜o de estado da energia escura [120]; atrave´s do
me´todo de diferenc¸a de idade para restringir a variabilidade de redshift de um potencial de
campo escalar de baixo rolamento da energia escura [112]; e utilizadas tambe´m no estudo
do universo ΛCDM, no que diz respeito a` massa dos neutrinos mν , ao nu´mero efetivo
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de espe´cies relativ´ısticas de neutrinos Nrel, a curvatura espacial Ωk e ao paraˆmetro ω da
equac¸a˜o de estado da energia escura [121], dentre outros.
3.4.1 Ca´lculo da Distaˆncia de Diaˆmetro Angular utilizando H(z)
Para transformar as medidas de H(z) em estimativas de distaˆncia, vamos recorrer






com a e b finitos, utilizando as chamadas fo´rmulas de quadratura nume´rica. Tal me´todo
e´ geralmente usado quando o integrando, f(x), e´ dif´ıcil ou praticamente imposs´ıvel de
se resolver analiticamente ou no caso da func¸a˜o integranda ser conhecida atrave´s de uma
tabela de valores, e baseia-se na aproximac¸a˜o da func¸a˜o f(x) por outra func¸a˜o cujo integral
seja mais fa´cil de resolver, como por exemplo, polinoˆmios interpoladores [122].
Uma vez que temos uma tabela com os valores de H(z), nosso trabalho se restrin-








onde estamos utilizando o modelo plano com Ωk = 0 e c e´ a velocidade da luz. Utilizando




[f(a) + f(b)], (3.75)































e o erro total da equac¸a˜o (3.76) no intervalo z = 0− zn sendo σ2n =
∑N
i=1 si.
Por fim, para obter a distaˆncia de diaˆmetro angular, utilizamos a expressa˜o (2.58)





Todavia, este me´todo nos fornece medidas de DA apenas no redshift das medidas
de H(z). Uma maneira de estimar DA em qualquer redshift, a partir das medidas de
H(z), e´ obter inicialmente medidas de Dc atrave´s da equac¸a˜o (3.74) e, com a ajuda de
um software, ajustar uma func¸a˜o polinomial que nos deˆ a distaˆncia como´vel em func¸a˜o
do redshift. De posse dessa expressa˜o, para estimar DA basta utilizar a equac¸a˜o (3.78) e
obter as medidas de distaˆncia em qualquer redshift.
Em particular, a partir do ajuste polinomial da distaˆncia como´vel, encontramos 38
medidas de DA considerando os mesmos redshifts das amostras utilizadas nos testes com
fgas e DA via ESZ+Raios-X. Nas figuras (3.8) e (3.9) podemos ver, respectivamente, a
distaˆncia como´vel obtida via integrac¸a˜o nume´rica e da qual extra´ımos a func¸a˜o polinomial
para obter DA (linha so´lida verde), e as distaˆncias de diaˆmetro angular obtidas a partir
do ajuste polinomial considerando os redshifts da amostra de Bonamente et al. (2006).
Uma vez que os redshifts da amostra de La Roque et al. (2006) usadas no teste com fgas
sa˜o os mesmos da amostra de Bonamente, torna-se desnecessa´rio esse gra´fico.
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 D C  a  p a r t i r  d e  H ( z )  ( m o d e l o  p l a n o ) F i t  p o l i n o m i a l  d e  D C E r r o  d e  1 σ
Figura 3.8: Dc obtidas a partir das medidas da taxa de expansa˜o. A curva so´lida representa o
ajuste polinomial de 5 ordem para os pontos de Dc e as curvas pontilhadas os erros de 1σ.
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D A  a  p a r t i r  d e  H ( z )
Figura 3.9: DA(z) obtidas a partir do ajuste polinomial da distaˆncia como´vel, considerando os
mesmos redshifts da amostra de Bonamente et al. (2006).
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Cap´ıtulo 4
Relac¸a˜o de Dualidade de Distaˆncia
Co´smica
Iniciaremos nossa ana´lise observacional acerca da RDDC abordando o arcabouc¸o
teo´rico que sustenta tal relac¸a˜o. Como faremos uso de comparac¸o˜es de distaˆncias cosmo-
lo´gicas, e´ necessa´rio, de antema˜o, dispor de alguns conceitos importantes de geometria
diferencial, que sera˜o ute´is na deduc¸a˜o da relac¸a˜o de dualidade. Estes conceitos podem ser
encontrados no apeˆndice A. Uma vez que tenhamos tais ferramentas tensoriais, podemos
partir para a deduc¸a˜o da expressa˜o relativa a` relac¸a˜o de dualidade de distaˆncia co´smica.
4.1 Deduc¸a˜o da RDDC
Para deduzirmos a RDDC, faremos inicialmente a deduc¸a˜o do teorema de recipro-
cidade de Etherington. Desta feita, relacionaremos as distaˆncias envolvidas neste teorema
com as distaˆncias de luminosidade e de diaˆmetro angular, para de fato encontrar a RDDC.
Seguindo o procedimento de Ellis (1971), tomemos dois feixes de fo´tons seguindo
geode´sicas nulas, com o primeiro feixe representado pela convergeˆncia de fo´tons provindos
de uma fonte e o segundo feixe representado pela divergeˆncia de fo´tons emitidos de uma
fonte. A figura 4.1 exemplifica esse esquema, sendo O o ponto para onde o primeiro feixe
converge e G o ponto de onde o segundo feixe diverge.
A partir da raza˜o entre a a´rea e o aˆngulo so´lido, subentendido por cada feixe,
Figura 4.1: Trajeto´ria de raios provenientes de uma fonte G e alcanc¸ando um observador
O, estando ambos em afastamento (Ellis, 1971).
podemos encontrar uma relac¸a˜o para as distaˆncias obtidas no teorema de Etherington.
Isto e´, atrave´s da raza˜o entre as grandezas dSO(dSG) e dΩO(dΩG).
Como visto na figura 4.1, o feixe de geode´sicas divergentes a partir do ponto G
possui vetores tangentes dados por T a, com paraˆmetro afim dado por λ e vetores de
desvio dados por Xa. Enquanto que o feixe de geode´sicas convergentes em O possui seus
vetores tangentes dados por T a
′
e, de modo semelhante ao procedimento anterior, λ
′
e´ o
paraˆmetro afim e X
′
os vetores de desvio das geode´sicas percorridas por T a
′
.
Como sabemos, a variac¸a˜o dos vetores de desvio de uma geode´sica e´ descrita pela
equac¸a˜o de desvio da geode´sica (A.28). Supondo que as geode´sicas anteriores esta˜o imersas
em uma variedade Riemanniana, podemos reescrever as EDGs correspondentes aos feixes
convergentes e divergentes, respectivamente, como,
D2Xa
Dλ2









Vamos considerar agora a trajeto´ria comum aos dois feixes, ou seja, a trajeto´ria
OG. Note que, neste caso, os vetores tangentes sa˜o os mesmos, T a = T
′a, e portanto,
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os paraˆmetros afins sa˜o os mesmos tambe´m, λ = λ
′
. Enta˜o, multiplicando por X
′a a eq.












= −RabcdXaT bX ′cT d, (4.4)
onde utilizamos a condic¸a˜o de metricidade nula (Dgij/Dλ = 0) para baixar o ı´ndice da
derivada segunda no lado esquerdo das equac¸o˜es.







= −RcdabXcT dX ′aT b, (4.5)






= −RabcdX ′aT bXcT d. (4.6)




















Tomando a equac¸a˜o anterior no ponto O, onde X
′a = 0, e no ponto G, onde









Para determinar completamente o conjunto de vetores de conexa˜o que considera-
mos, especificamos que Xa sera´ ortogonal a`s quadri-velocidades dos observadores em O
e X
′a sera´ ortogonal a`s quadri-velocidades das gala´xias (fontes) em G. Em seguida, pre-
cisamos determinar o conjunto de vetores de conexa˜o que satisfazem estas condic¸o˜es em
um espac¸o 2-dimensional em cada ponto em OG [13].
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Enta˜o, para podermos utilizar a equac¸a˜o (4.9) e relacionar as a´reas dSO, dSG das
curvas geode´sicas em G, O, respectivamente, vamos escolher, a partir dos vetores de desvio





|G = 0 e Xa1 |OX2a|O = 0. (4.10)
Este par de vetores na˜o sera´ necessariamente ortogonal sempre, mas podemos encontrar
um par particular de vetores de conexa˜o que satisfac¸a esta condic¸a˜o.
Por outro lado, podemos escolher, tambe´m a partir dos vetores de desvio X
′
, um










|G = 0 e X ′2a|G
dX1a
dλ
|G = 0. (4.11)











|O = 0. (4.12)










|G = 0 e X ′a1 |OX
′
2a|O = 0. (4.13)
Com estas escolhas de vetores de conexa˜o, temos que:
















































Usando o fato de que (dl/dλ) = −T aua (sendo ua a quadri-velocidade e T a o vetor




= (1 + z), (4.16)
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podemos combinar a eq. (4.15) com as eqs. (4.14), para obter:
dSGdΩO = dSOdΩG(1 + z)
2.
Por fim, definindo as distaˆncias r2G = dSG/dΩG assim como r
2
O = dSO/dΩO, obte-
mos:
rG = rO(1 + z), (4.17)
que e´ o procurado teorema de reciprocidade de Etherington.
Precisamos agora relacionar as medidas teo´ricas de distaˆncia, mostradas na eq.
(4.17), com as medidas observacionais cosmolo´gicas. Para tanto temos que definir quais
grandezas sa˜o mensura´veis e quais precisam ser redefinidas.
As grandezas que podem ser obtidas, nesse caso, sa˜o a a´rea dSO e o aˆngulo dΩO,
e portanto, conseguimos medidas de rO, a qual em termos de medidas cosmolo´gicas e´
denominada distaˆncia de diaˆmetro angular,
DA = rO (4.18)
No entanto, as medidas relativas ao aˆngulo dΩG na˜o sa˜o pass´ıveis de serem obtidas,
de modo que precisamos de uma medida alternativa para rG. Assim, faremos uso da
chamada distaˆncia de luminosidade, DL, definida como se segue.
Em um universo euclidiano, a luminosidade intr´ıseca de uma estrela e o fluxo





onde L e´ a luminosidade intr´ıseca da estrela, F o fluxo medido e rG a distaˆncia coordenada
ate´ a estrela.
Contudo, devemos considerar que, para medidas de distaˆncias em altos redshifts,
isto e´, z > 0.1, os efeitos da expansa˜o cosmolo´gica na sua determinac¸a˜o na˜o podem ser
desprezados. Logo, essa relac¸a˜o precisa de modificac¸o˜es por treˆs razo˜es [28]:
 No tempo t0 em que a luz alcanc¸a a Terra, a a´rea pro´pria de uma esfera em torno de
um objeto luminoso e que passa atrave´s da Terra e´, em termos da me´trica de FLRW
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(2.11), A = 4pir2Ga
2(t0), sendo rG a` distaˆncia coordenada da terra ate´ a fonte e a(t0)
e´ o fator de escala atual. A frac¸a˜o de luz recebida em um telesco´pio de abertura A′
e´ portanto, A′/4pir2Ga
2(t0). Assim, o fator 1/r
2
G na eq. (4.19) deve ser substitu´ıdo
por 1/r2Ga
2(t0);
 A taxa de chegada de fo´tons individuais e´ menor do que a taxa com que eles sa˜o
emitidos por um fator a(tG)/a(t0) = 1/(1 + z);
 A energia hνO dos fo´tons individuais que chegam na terra e´ menor do que a energia
hνG com que eles foram emitidos pelo mesmo fator 1/(1 + z).
Desta forma, colocando tudo isto em conjunto, o fluxo observado para um universo






Para manter a mesma estrutura funcional da relac¸a˜o entre fluxo e luminosidade
vista na eq. (4.19), vamos fazer a seguinte definic¸a˜o:






De posse das definic¸o˜es (4.17), (4.18) e (4.21), podemos reescrever o teorema de
reciprocidade de Etherington sob a luz de distaˆncias relacionadas a` observa´veis cosmolo´-




Devemos frisar aqui que, a relac¸a˜o de reciprocidade foi obtida segundo os pressu-
postos de que os fo´tons seguem geode´sicas nulas e u´nicas em uma variedade Riemanniana,
e consequentemente, a RDDC foi obtida considerando-se a conservac¸a˜o do nu´mero de fo´-
tons. Vale salientar ainda que, nenhuma suposic¸a˜o sobre o conteu´do material do universo
ou sobre a validade do princ´ıpio cosmolo´gico foi feita, de modo que, a RDDC independe
das componentes do modelo adotado, bem como, independe da homogeneidade e isotropia
do universo.
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E isso e´ importante porque justifica a motivac¸a˜o desse trabalho, que objetiva in-
vestigar as consequeˆncias f´ısicas de uma validac¸a˜o (ou na˜o) da RDDC a partir de dados
observacionais dispon´ıveis. Desta forma, ao inve´s de considerar va´lida a eq. (4.23) vamos




Esse paraˆmetro sera´ restringido pelas observac¸o˜es e caso indique uma na˜o validade
da RDDC, isto e´, η 6= 1, devemos buscar as causas desta na˜o-validac¸a˜o e tambe´m uma
revisa˜o de conceitos fundamentais aceitos em cosmologia. A pro´xima sec¸a˜o apresenta
alguns testes da RDDC presentes na literatura que fazem uso de diferentes observa´veis
cosmolo´gicos para restric¸a˜o do paraˆmetro η.
4.2 Testes da RDDC
Como vimos na sec¸a˜o anterior, o teorema de reciprocidade de Etherington pode
ser apresentado de va´rias formas, tanto em termos de aˆngulos so´lidos (4.17) quanto re-
lacionando distaˆncias astronoˆmicas (4.23). Ale´m disso, essa relac¸a˜o e´ va´lida para todos
os modelos cosmolo´gicos baseados em uma geometria Riemanniana e e´ independente da
natureza do conteu´do mate´ria-energia e das equac¸o˜es de campo de Einstein [12].
A RDDC tem um papel essencial na cosmologia moderna, desde os estudos de lentes
gravitacionais [129], ate´ ana´lises de distribuic¸a˜o de gala´xias e observac¸o˜es de aglomerados
de gala´xias ( [3], [4], [130], [131]), assim como na grande quantidade de consequeˆncias
co´smicas das observac¸o˜es das anisotropias prima´rias e secunda´rias da temperatura da
radiac¸a˜o co´smica de fundo em microondas [3].
Dessa forma, qualquer desvio observacional consistente da RDDC daria origem
a uma crise cosmolo´gica com a clara evideˆncia de uma nova f´ısica, a qual poderia ter
origem em diferentes mecanismos f´ısicos [14]. Como exemplos, podemos citar: uma pos-
s´ıvel variac¸a˜o de constantes fundamentais [132], birrefringeˆncia de fo´tons [133], teorias
de gravidade na˜o-me´tricas e absorc¸a˜o de fo´tons por poeira [16], variac¸a˜o do espectro de
temperatura da RCF ([18] e refereˆncias la´ citadas), entre outros (ver, por exemplo, [134],
[135] e refereˆncias la´ citadas).
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Em princ´ıpio, o teste ideal da RDDC seria a partir das observac¸o˜es de fontes
cosmolo´gicas, desde que conhecessemos seus tamanhos e luminosidades intr´ısecas. Assim,
depois de medir o redshift da fonte, poder´ımos determinar as distaˆncias de luminosidade e
de diaˆmetro angular para testar diretamente a RDDC. Contudo, este e´ um me´todo dif´ıcil
de realizar na pra´tica, principalmente devido as limitac¸o˜es do nosso entendimento atual
da evoluc¸a˜o das gala´xias [15].
4.2.1 Testes Dependente de Modelo Cosmolo´gico
Uma outra possibilidade e´ assumir um modelo cosmolo´gico de fundo sugerido por
um conjunto de observac¸o˜es e aplicar no contexto de algum efeito astrof´ısico, na tentativa
de ver se a relac¸a˜o permanece va´lida. Como exemplo dessa abordagem podemos citar
Basset & Kunz (2004), que utilizaram dados de SNe Ia como medidas de distaˆncia de
luminosidade e estimativas deDA a partir de ra´dio gala´xias FRIIb [136] e de observac¸o˜es de
fontes de ra´dio ultra compactas ([77], [137]) para testar a possibilidade de uma nova f´ısica
assumindo o cena´rio “quase” ΛCDM . Eles encontraram uma violac¸a˜o em 2σ causada por
um excesso de brilho de SNe Ia em z > 0.5, talvez devido a uma tendeˆncia de ampliac¸a˜o
das lentes [138].
Ainda nessa linha, Uzan et al. (2004) mostraram que observac¸o˜es do efeito Sunyaev-
Zeldovich e do brilho superficial em raios-X de aglomerados de gala´xias ofereciam um teste
de validade para a RDDC. O que eles argumentaram foi que a te´cnica ESZ+Raios-X para
medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular e´ fortemente dependente da validade dessa re-
lac¸a˜o ([5], [139]). Quando a relac¸a˜o na˜o e´ considerada va´lida, as distaˆncias de diaˆmetro
angular determinadas a partir das observac¸o˜es tornam-se: DobsA (z) = DA(z)η
2. Enta˜o,
assumindo o modelo de fundo ΛCDM e usando distaˆncias de diaˆmetro angular de 18
aglomerados de gala´xias da amostra de Reese et al. (2002), que considera uma geometria
esfe´rica para os aglomerados, eles encontraram η = 0.91+0.04−0.04 (1σ), resultado esse, apenas
marginalmente consistente com o valor padra˜o (η = 1).
Em uma abordagem diferente, Avgoustidis et al. (2010) exploraram a consisteˆncia
entre diferentes medidas de distaˆncia considerando uma poss´ıvel violac¸a˜o da conservac¸a˜o
cosmolo´gica de fo´tons como u´nica fonte de violac¸a˜o da RDDC. O que os autores fizeram foi
adotar uma extensa˜o da relac¸a˜o de dualidade, DL = DA(1 + z)
2+, no contexto do modelo
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ΛCDM plano para restringir a opacidade co´smica. Para isso, utilizaram a compilac¸a˜o de
dados recentes de SNe Ia [141] combinada com as u´ltimas medidas da taxa de expansa˜o
de Hubble numa faixa de redshift de 0 < z < 2 [111].
A ideia principal por tra´s do teste e´ que, enquanto as observac¸o˜es de SNe Ia sa˜o
afetadas por pelo menos quatro fontes diferentes de opacidade (Via La´ctea, a gala´xia
hospedeira, gala´xias intermedia´rias e o meio intergala´tico), as medidas atuais de H(z)
sa˜o obtidas a partir de estimativas de idade de gala´xias evoluindo passivamente, as quais
dependem apenas da forma do espectro da gala´xia e na˜o de sua luminosidade. Assim,
diferentemente das medidas de DL a partir de SNe Ia, as observac¸o˜es de H(z) na˜o sa˜o
afetadas pela opacidade co´smica τ(z) [142]. Fazendo uma relac¸a˜o direta entre o paraˆmetro
 da RDDC e τ(z), eles encontraram  = −0.04+0.08−0.07.
Seguindo outro caminho, Holanda et al. (2011) tomaram a validade da RDDC como
certa para ter acesso a morfologia de aglomerados de gala´xias. Eles utilizaram medidas de
DA(z) obtidas a partir do WMAP (7 anos) fixando o modelo ΛCDM convencional plano,
enquanto que as medidas observacionais de distaˆncia de diaˆmetro angular dos aglomerados
de gala´xias, DobsA (z), foram obtidas via ESZ + te´cnicas de raios-X.
Considerando duas formas distintas para a func¸a˜o parametrizada η(z), η(z) =
1 + η0z e η(z) = 1 + η0z/(1 + z), eles compararam as amostras de De Filippis et al.
(2005, modelo β el´ıptico) e Bonamente et al. (2006, modelo β esfe´rico) e suas ana´lises
estat´ısticas forneceram evideˆncias de que a geometria verdadeira dos aglomerados tem a
forma el´ıptica.
4.2.2 Testes Independente de Modelo Cosmolo´gico
Alguns testes de validade da RDDC, que sa˜o discutidos na literatura, utilizam me-
didas de distaˆncia de diaˆmetro angular de aglomerados de gala´xias obtidas a partir de seu
brilho superficial em raios-X mais observac¸o˜es do efeito Sunyaev-Zeldovich, e distaˆncias
de luminosidade de supernovas do tipo Ia ([15], [143], [144], [145], [146]). Essas ana´lises
consideram subamostras de aglomerados de gala´xias e de SNe Ia constru´ıdas de modo
que a diferenc¸a no redshift entre os objetos em cada amostra seja da ordem de 10−3 e
parametrizam η atrave´s de duas func¸o˜es distintas η(z) = 1 + η0z e η(z) = 1 + η0z/(1 + z),
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de forma que os paraˆmetros envolvidos sa˜o restringidos a partir do teste estat´ıstico do χ2.
Meng et al. (2012) tambe´m reinvestigaram um teste independente de modelo
cosmolo´gico utilizando dados de DA de aglomerados e DL de SNe Ia. Estes autores
compararam dois me´todos diferentes para extrair as distaˆncias de luminosidade de SNe
Ia do conjunto de dados Union2: o primeiro que ajusta os dados de SNe Ia do Union2 e
interpola DL no redshift de cada aglomerado, e o segundo que utiliza o crite´rio de diferenc¸a
de redshift como sendo |zcluster − zSNeIa| < 0.0005. Ale´m disso, utilizaram duas formas
distintas para parametrizar η, η(z), η(z) = 1 + η0z e η(z) = 1 + η0z/(1 + z), e a partir do
teste estat´ıstico do χ2 encontraram resultados em acordo com o obtido por Holanda et al.
(2011), de que um modelo tri-axial elipsoidal e´ mais consistente com a validade da RDDC
em 1σ enquanto que o modelo β esfe´rico so´ pode ser acomodado no n´ıvel de confianc¸a de
3σ.
Por outro lado, Liang et al. (2013) utilizaram dados de DA de Bonamente et al.
(2006), mediante a suposic¸a˜o de um modelo esfe´rico para os aglomerados, e distaˆncias de
luminosidade do conjunto Union2 corrigidas, utilizando o me´todo de interpolac¸a˜o para
aliviar o vie´s sistema´tico devido a diferenc¸a de redshift, e encontraram resultados que
indicam a consisteˆncia da RDDC com o modelo esfe´rico no n´ıvel de confianc¸a de 1σ.
Ale´m disso, va´rias parametrizac¸o˜es de η(z) sa˜o confrontadas para os dados atuais de SNe
Ia e a amostra de 38 dados de Bonamente, sendo satisfeitas no intervalo de 2σ. Contudo,
ao confrontar os 25 aglomerados de gala´xias da amostra de De Filippis et al (2005), sob a
premissa de um modelo el´ıptico, e o conjunto Union2 com as distaˆncias de luminosidade
corrigidas, o resultado encontrado por eles foi η(z) = 1 em 1σ, o que e´ consistente com os
resultados anteriores ([143], [145]). Portanto, os resultados dos testes da RDDC mostram
ainda depender da escolha dos pressupostos sobre a geometria dos aglomerados.
Seguindo uma linha similar, Gonc¸alves et al. (2015) testaram a RDDC utilizando
medidas de frac¸a˜o de massa do ga´s reportadas pela pesquisa ACT, juntamente com ob-
servac¸o˜es de SNe Ia da compilac¸a˜o Union2.1, para obter resultados em acordo com as
hipo´teses padra˜o, muito embora a combinac¸a˜o desses dados tenha favorecido valores ne-
gativos de η. Os autores apontam que esses resultados devem estar associados a algum
processo f´ısico que aumente o nu´mero de fo´tons, modificando a RDDC, DL < (1 + z)
2DA.
Holanda et al. (2012), por sua vez, realizaram um teste independente de modelo cosmolo´-
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gico envolvendo somente medidas de frac¸a˜o de massa do ga´s de aglomerados de gala´xias a
partir de observac¸o˜es do ESZ e do brilho superficial em raios-X, e o resultado obtido por
eles na˜o apontou nenhuma violac¸a˜o significante da RDDC.
Por outro lado, Hees et al. (2014) consideram que a evoluc¸a˜o cosmolo´gica da
temperatura da RCF seria afetada pelo acoplamento entre um campo escalar e um campo
de mate´ria, de modo que a distorc¸a˜o na RCF seria parametrizada por um potencial
qu´ımico µ. Os autores partem do pressuposto de que a na˜o conservac¸a˜o do nu´mero de
fo´tons modifica a expressa˜o para a distaˆncia de luminosidade e, utilizando observac¸o˜es de
variac¸o˜es da constante de estrutura fina, que esta´ relacionada com o potencial qu´ımico µ,
eles estimaram paraˆmetros de violac¸a˜o da RDDC e da evoluc¸a˜o da temperatura da RCF,
cujos resultados sa˜o em 5 ordens de grandeza melhores que os resultados presentes na
literatura. Contudo, os resultados obtidos por eles sa˜o va´lidos apenas para teorias com o
acoplamento multiplicativo entre o campo escalar e a lagrangiana eletromagne´tica [150].
Alguns outros autores tem proposto fontes astrof´ısicas diversas no contexto da
violac¸a˜o da RDDC, cuja u´nica fonte de violac¸a˜o seja a na˜o conservac¸a˜o do nu´mero de
fo´tons com o objetivo de restringir a opacidade co´smica. Nair et al. (2012) e Chen et al.
(2012), por exemplo, utilizaram dados de SNe Ia e oscilac¸o˜es acu´sticas dos ba´rions; Li et
al. (2013) propo˜em um me´todo independente de modelo cosmolo´gico utilizando SNe Ia e
te´cnicas de raios-X e ESZ; e Liao et al. (2013) fizeram uso dos dados atuais do paraˆmetro
de Hubble e observac¸o˜es de SNe Ia.
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Cap´ıtulo 5
Testando a RDDC com aglomerados
de gala´xias e H(z)
Como vimos no cap´ıtulo anterior existem na literatura diversos testes da RDDC.
Contudo, na maioria deles sa˜o utilizados dados de diferentes fontes astrof´ısicas, como
por exemplo, medidas de distaˆncia de luminosidade de SNe Ia e distaˆncias angulares
de aglomerados de gala´xias [15], ou medidas de distaˆncia de luminosidade de SNe Ia e
medidas de frac¸a˜o da massa do ga´s de aglomerados [93]. Usar fontes distintas significa
utilizar dados com diferenc¸a de redshift, que, embora sejam pequenas, levantam questo˜es
sobre a robustez dos resultados, uma vez que as estimativas do paraˆmetro η(z) poderiam
estar contaminadas por diferentes fontes de erros sistema´ticos. Na tentativa de burlar tais
erros, Holanda et al. (2012) propuseram um me´todo independente de modelo cosmolo´gico
que utiliza uma u´nica fonte astrof´ısica para obter o valor observacional de η. Estes autores
utilizaram medidas de fgas, obtidas em raios-X e via ESZ, dos mesmos aglomerados de
gala´xias, para inferir um valor observacional para η e, assim, testar a validade da RDDC.
O objetivo deste trabalho e´ investigar a dependeˆndia do valor de η com relac¸a˜o ao
observa´vel usado de uma mesma amostra de objetos astrof´ısicos, no caso, os aglomerados
de gala´xias, dos quais podem ser extra´ıdas medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular e
medidas de frac¸a˜o da massa do ga´s. Esta investigac¸a˜o ainda na˜o foi realizada na literatura
e consiste de uma contribuic¸a˜o original deste trabalho. As abordagens utilizadas nesta
ana´lise foram as seguintes:
 A primeira utilizando medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular de aglomerados de
gala´xias, obtidas tanto via ESZ/raios-X quanto a partir de medidas de H(z), para
inferir o valor observacional do paraˆmetro η, e assim, testar a validade da RDDC
fazendo uso do teste estat´ıstico do χ2;
 E a segunda, utilizando medidas de frac¸a˜o da massa do ga´s dos mesmos aglomerados
considerados para obter DA via ESZ/raios-X, combinadas com medidas de distaˆncia
de diaˆmetro angular obtidas a partir de H(z) para obter o valor observacional para
o paraˆmetro η, de modo que pudessemos testar a validade da RDDC utilizando,
novamente, o teste estat´ıstico do χ2.
No contexto da primeira abordagem realizamos dois testes com diferentes amostras
de DA, compiladas por Bonamente et al. (2006) e De Filippis et al. (2005) que adotaram
geometrias distintas para descrever os aglomerados, com o intuito de verificar sua influeˆn-
cia na validade estrita da relac¸a˜o de dualidade de distaˆncia co´smica. Nas sec¸o˜es seguintes
analisaremos cada uma das abordagens citadas acima e no apeˆndice B encontra-se uma
breve descric¸a˜o sobre o teste de χ2 utilizado em nossas ana´lises.
5.1 Ana´lises utilizando DA de aglomerados × DA de
H(z)
Nesta sec¸a˜o apresentamos um me´todo independente de modelo cosmolo´gico para
testar diretamente a relac¸a˜o de dualidade de distaˆncia co´smica. Para inferir um valor ob-
servacional para η, utilizamos dados de medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular obtidas
pela te´cnica ESZ/raios-X e atrave´s de medidas da taxa de expansa˜o do universo.
5.1.1 DA via ESZ/raios-X
Como vimos no cap´ıtulo 3, as medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular obtidas
via ESZ/raios-X sa˜o estimadas de acordo com a equac¸a˜o (3.69), e como argumentado por




que apenas fornece DA quando η = 1.
As medidas de DA que utilizamos neste trabalho foram obtidas da amostra compi-
lada por Bonamente et al. (2006), que e´ constitu´ıda por 38 aglomerados de gala´xias numa
faixa de redshift entre 0.14 ≤ z ≤ 0.89. Os autores usaram a te´cnica de espectroscopia de
imageamento combinando dados do ESZ, obtidos das observac¸o˜es do OVRO1 e BIMA2,
mais dados de raios-X, obtidos do sate´lite espacial Chandra, para estipular os paraˆmetros
que descrevem os aglomerados. Ale´m disso, eles analisaram os aglomerados usando um
modelo de equil´ıbrio hidrosta´tico (modelo duplo-β na˜o-isote´rmico) com simetria esfe´rica,
que leva em considerac¸a˜o variac¸o˜es na densidade, temperatura e abundaˆncia, e conside-
rando tambe´m os erros sistema´ticos e estat´ısticos associados ao me´todo. Na tabela 5.1
esta˜o as distaˆncias angulares obtidas por Bonamente et al. (2006).
5.1.2 Metodologia








onde DobsA sa˜o os dados obtidos da amostra de Bonamente et al. (2006). Por outro
lado, as medidas de DA(z) foram obtidas a partir dos dados de H(z) ([117]), de acordo
com o me´todo de ajuste polinomial da distaˆncia como´vel, conforme apresentado na sec¸a˜o
3.4.1, tal que os redshifts usados no ca´lculo da distaˆncia foram os mesmos da amostra de
Bonamente et al. (2006).
Uma vez que ja´ sabemos como estipular ηobs, precisamos definir a parte teo´rica da
ana´lise. Para tanto vamos adotar duas func¸o˜es parametrizadas para η que envolvam o
paraˆmetro a ser restrito pelas observac¸o˜es,
η(z) =
 1 + η0z, (P1)1 + η0 z(1+z) , (P2)
A primeira expressa˜o e´ uma expansa˜o linear cont´ınua e suave com um u´nico paraˆmetro,
enquanto que a segunda e´ uma extensa˜o da primeira com a vantagem de que contorna o
1Do ingleˆs Owens Valley Radio Observatory
2Do ingleˆs Berkeley-Illinois-Maryland Association Observatory
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Aglomerado z DA (Gpc) ∆+ ∆−
CL 0016+1609 0.541 1.38 0.22 0.22
Abell 0068 0.255 0.63 0.16 0.19
Abell 0267 0.230 0.60 0.11 0.09
Abell 0370 0.375 1.08 0.19 0.20
MS 0451.6-0305 0.550 1.42 0.26 0.23
MACS J0647.7+7015 0.171 0.52 0.15 0.12
Abell 0586 0.686 1.68 0.48 0.38
MACS J0744.8+3927 0.288 0.78 0.18 0.18
Abell 0611 0.182 0.66 0.09 0.10
Abell 0665 0.282 0.88 0.30 0.23
Abell 0697 0.217 0.98 0.17 0.14
Abell 0773 0.291 0.83 0.02 0.02
ZW 3146 0.826 1.33 0.28 0.26
MS 1054-0321 0.142 0.78 0.18 0.13
MS 1137.5+6625 0.890 1.08 0.42 0.28
MACS J1149.5+2223 0.490 1.38 0.47 0.37
Abell 1413 0.183 0.65 0.09 0.09
CL J1226.9+3332 0.451 0.96 0.06 0.08
MACS J1311.0-0310 0.327 1.13 0.09 0.10
Abell 1689 0.252 1.07 0.02 0.08
RX J1347.5-1145 0.545 1.49 0.06 0.03
MS 1358.4+6245 0.171 0.44 0.04 0.05
Abell 1835 0.322 1.19 0.15 0.14
MACS J1423.8+2504 0.229 0.64 0.20 0.17
Abell 1914 0.202 0.52 0.04 0.05
Abell 1995 0.152 0.61 0.06 0.07
Abell 2111 0.176 0.66 0.14 0.11
Abell 2163 0.813 1.04 0.51 0.43
Abell 2204 0.164 0.58 0.29 0.25
Abell 2218 0.224 0.73 0.20 0.13
RX J1716.4+6708 0.570 1.33 0.37 0.28
Abell 2259 0.235 0.46 0.11 0.08
Abell 2261 0.483 1.44 0.27 0.23
MS 2053.7-0449 0.412 1.22 0.24 0.23
MACS J2129.4-0741 0.584 0.77 0.21 0.18
RX J2129.7+0005 0.544 0.80 0.19 0.16
MACS J2214.9-1359 0.784 2.85 0.52 0.63
MACS J2228.5+2036 0.583 2.48 0.41 0.44
Tabela 5.1: Dados de medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular da amostra de Bonamente et al. (2006).
Adaptado de Bonamente et al. (2006).
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problema da divergeˆncia em altos redshifts, sendo va´lida para qualquer valor de z. Existem
outras parametrizac¸o˜es poss´ıveis, no entanto estas sa˜o as mais utilizadas na literatura.
Posto que ja´ temos a medida de ηobs, tal como as parametrizac¸o˜es teo´ricas para
ηteo(z), podemos partir para a ana´lise estat´ıstica do presente trabalho. Como dito no
in´ıcio do cap´ıtulo, o teste de validade da RDDC sera´ feito atrave´s do teste estat´ıstico do
χ2, que limitara´ o paraˆmetro η0 atrave´s do melhor ajuste entre observac¸a˜o e teoria, obtido







onde σ2obs e´ o erro relacionado a η
2
obs(z) e leva em considerac¸a˜o a te´cnica de propagac¸a˜o
de erros. No caso particular de uma func¸a˜o cujas varia´veis sa˜o independentes entre si,































onde σT e´ o erro associado a` amostra simetrizada de Bonamente et al. (2006). Como os
dados apresentam incertezas assime´tricas, simetrizamos a amostra utilizando o me´todo
de D’Agostini [154], ou seja,






sendo D˜A a medida da distaˆncia de diaˆmetro angular da amostra e ∆+ e ∆− os erros
superior e inferior, respectivamente.








onde σest e σsist sa˜o os erros estat´ısticos e sistema´ticos, respectivamente, obtidos em qua-
dratura para os aglomerados de gala´xias3.
3σest = 19% e σsist = 12% (Bonamente et al., 2006).
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 η( z ) = 1 + η0 z η( z ) = 1 + η0 z / ( 1 + z )
2 σ
D A  ( B o n a m e n t e  e t  a l . ,  2 0 0 6 )  x  D H ( z )A
Figura 5.1: Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade (verossimilhanc¸a) do paraˆmetro η0 utilizando dados
de DA via ESZ/raios-X e H(z) para as parametrizac¸a˜o P1 e P2.
5.1.3 Resultados
Na figura (5.1) esta˜o graficadas as func¸o˜es de distribuic¸a˜o de probabilidade (ve-
rossimilhanc¸a) do paraˆmetro η0 em cada parametrizac¸a˜o. Podemos ver que, a forma da
func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade e´ a mesma para as duas parametrizac¸o˜es, toda-
via elas diferem quando analisamos seu deslocamento horizontal, o melhor ajuste de P1
(curva so´lida vermelha) e´ mais pro´ximo do valor η0 = 0, e o de P2 (curva tracejada azul)
mais distante; e a largura das curvas, para a parametrizac¸a˜o P2 temos uma curva mais
larga enquanto que para a parametrizac¸a˜o P1 temos uma curva mais estreita. Essas ca-
racter´ısticas indicam que o confronto entre as distaˆncias angulares a partir da amostra
de Bonamente et al. (2006) com as distaˆncias angulares obtidas via H(z) discordam mo-
deradamente da relac¸a˜o de dualidade, em ambas as parametrizac¸o˜es (a RDDC e´ apenas
marginalmente satisfeita, η = 1, para um n´ıvel de confianc¸a de 2σ).
Com relac¸a˜o aos valores nume´ricos, podemos ver os resultados obtidos para η0 com
suas incertezas na tabela 5.2, para um n´ıvel de confianc¸a de 95,4% (2σ). Na pro´xima sec¸a˜o
seguiremos com a ana´lise da RDDC, mas dessa vez o paraˆmetro η sera´ obtido atrave´s de
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DA (Bonamente et al., 2006) × DH(z)A χ2/d.o.f
η0(P1) = −0.099+0.119−0.126 (2σ) 0.72
η0(P2) = −0.157+0.177−0.193 (2σ) 0.72
Tabela 5.2: Resultados obtidos para o teste de validade da RDDC utilizando DA (Bonamente
et al., 2006) × DH(z)A para um n´ıvel de confianc¸a de 95, 4%.
uma func¸a˜o modelo para a frac¸a˜o de massa do ga´s dos aglomerados.
5.2 Ana´lises utilizando fgas de aglomerados × DA de
H(z)
Na ana´lise anterior utilizamos medidas de DA via ESZ/raios-X e via H(z) para
estimar um valor observacional para ηobs. O que faremos agora sera´ obter um valor para
ηobs utilizando medidas de frac¸a˜o de massa do ga´s de aglomerados de gala´xias via raios-X
(Bremsstrahlung te´rmico) e, novamente, medidas de DA via H(z). O me´todo desenvolvido
e´ descrito a seguir.
5.2.1 Metodologia
No cap´ıtulo 3 vimos que a frac¸a˜o de massa do ga´s em raios-X em sua forma geral
e´ dada pela equac¸a˜o (3.29):
fx ∝ DLD1/2A . (5.9)
Seguindo a abordagem proposta por Gonc¸alves et al. (2012), vamos definir uma











onde N e´ o fator de normalizac¸a˜o que traz todas as informac¸o˜es sobre o conteu´do de ma-
te´ria do aglomerado, tal como frac¸a˜o de massa estelar, pressa˜o na˜o-te´rmica e o paraˆmetro
de deplec¸a˜o b, que indica a quantidade de ba´rions que sa˜o termalizadas dentro do aglome-
rado4, e as quantidades com ∗ correspondem ao modelo fiducial usado nas observac¸o˜es.
4Mais detalhes podem ser encontrados em [155]
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onde as medidas de DA(z) foram obtidas a partir de H(z), pelo me´todo descrito na sec¸a˜o
3.4.1, considerando os redshifts dos aglomerados de gala´xias dos quais sera˜o obtidas as
medidas de fgas, e a quantidade D
∗
A e´ obtida utilizando o modelo fiducial ΛCDM plano







ΩM,0(1 + z′)3 + ΩΛ,0
Mpc, (5.13)
com ΩM,0 = 0.3, ΩΛ,0 = 0.7 e H0 = 70kms
−1Mpc−1.
Por outro lado, as medidas de fgas foram obtidas da amostra compilada por La Ro-
que et al. (2006). Esta amostra e´ composta pelos mesmos 38 aglomerados de gala´xias da
amostra de Bonamente et al. (2006) e esta˜o numa faixa de redshift entre 0.14 ≤ z ≤ 0.89.
Os dados de fgas foram obtidos a partir das medidas de raios-X do Chandra e das medidas
de interferometria do ESZ pelo OVRO/BIMA. Ale´m disso, os autores consideraram um
modelo de equil´ıbrio hidrosta´tico (modelo duplo-β na˜o-isote´rmico) com simetria esfe´rica,
que leva em considerac¸a˜o variac¸o˜es na densidade, temperatura e abundaˆncia, para des-
crever os aglomerados. Na tabela 5.3 esta˜o as medidas de fgas obtidas por La Roque et
al. (2006).
Dotados da parte observacional da ana´lise, nos resta determinar a parte teo´rica.
Por fim de consisteˆncia exploramos os dados a partir das mesmas expresso˜es teo´ricas para
η(z) utilizadas na sec¸a˜o anterior, isto e´, P1 e P2. E de maneira ana´loga, utilizamos o teste
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Aglomerado z fgas ∆+ ∆−
CL 0016+1609 0.541 0.16 +0.014 -0.011
Abell 0068 0.255 0.107 +0.016 -0.013
Abell 0267 0.230 0.12 +0.013 -0.011
Abell 0370 0.375 0.12 +0.005 -0.005
MS 0451.6-0305 0.550 0.147 +0.012 -0.010
MACS J0647.7+7015 0.584 0.079 +0.008 -0.007
Abell 586 0.171 0.098 +0.01 -0.009
MACS J0744.8+3927 0.686 0.158 +0.013 -0.012
Abell 611 0.288 0.122 +0.007 -0.007
Abell 665 0.182 0.122 +0.007 -0.007
Abell 697 0.282 0.119 +0.005 -0.005
Abell 773 0.217 0.131 +0.01 -0.008
Zw 3146 0.291 0.144 +0.008 -0.007
MS 1054.5-0321 0.826 0.122 +0.004 -0.004
MS 1137.5+6625 0.784 0.109 +0.014 -0.012
MACS J1149.5+2223 0.544 0.107 +0.007 -0.005
Abell 1413 0.142 0.106 +0.009 -0.01
CL J1226.9+3332 0.890 0.109 +0.014 -0.012
MACS J1311.0-0310 0.490 0.111 +0.018 -0.012
Abell 1689 0.183 0.124 +0.004 -0.004
RX J1347.5A`1145 0.451 0.120 +0.008 -0.004
MS 1358.4+6245 0.327 0.09 +0.007 -0.006
Abell 1835 0.252 0.112 +0.018 -0.019
MACS J1423.8+2404 0.545 0.123 +0.005 -0.006
Abell 1914 0.171 0.104 +0.005 -0.006
Abell 1995 0.322 0.086 +0.007 -0.007
Abell 2111 0.229 0.099 +0.013 -0.01
Abell 2163 0.202 0.16 +0.007 -0.006
Abell 2204 0.152 0.086 +0.007 -0.008
Abell 2218 0.176 0.103 +0.005 -0.005
RX J1716.4+6708 0.813 0.095 +0.026 -0.014
Abell 2259 0.164 0.126 +0.009 -0.008
Abell 2261 0.224 0.131 +0.013 -0.011
MS 2053.7-0449 0.583 0.117 +0.035 -0.021
MACS J2129.4-0741 0.570 0.15 +0.012 -0.01
RX J2129.7+0005 0.235 0.122 +0.011 -0.008
MACS J2214.9-1359 0.483 0.119 +0.015 -0.011
MACS J2228.5+2036 0.412 0.136 +0.018 -0.012
Tabela 5.3: Dados de medidas de frac¸a˜o de massa do ga´s da amostra de La Roque et al. (2006).
Adaptado de La Roque et al. (2006).
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fgas (La Roque et al., 2006) × DH(z)A χ˜2/d.o.f
η0(P1) = −0.061+0.171−0.149 (1σ) 0.78
η0(P2) = −0.164+0.339−0.276 (1σ) 0.78
Tabela 5.4: Resultados obtidos para o teste de validade da RDDC utilizando fgas (La Roque
et al., 2006) × DH(z)A para um n´ıvel de confianc¸a de 68, 3%.
estat´ıstico do χ2 como me´todo de ana´lise de validade da RDDC, para obter quais valores







onde M e´ o nu´mero de aglomerados e σ2obs e´ o erro obtido atrave´s da propagac¸a˜o dos erros














onde σtot e´ o erro total associado a amostra de La Roque et al. (2006). Esses dados
tambe´m apresentam incertezas assime´tricas, e uma forma de simetriza´-la e´ considerar
apenas o erro superior. Ale´m do mais, para o ca´lculo do erro total devemos considerar
a expressa˜o σtot = σfgas + σsist, onde σsist sa˜o os erros sitema´ticos considerados para a
amostra5.
5.2.2 Resultados
Os resultados da nossa ana´lise estat´ıstica sa˜o mostrados na figura (5.2) para as pa-
rametrizac¸o˜es P1 (curva so´lida vermelha) e P2 (curva tracejada azul). Podemos perceber
que o melhor ajuste da parametrizac¸a˜o P1 e´ ligeiramente mais pro´ximo do valor η0 = 0 do
que o melhor ajuste da parametrizac¸a˜o P2. Por outro lado, quando analisamos a largura
da gaussiana concernente a` probabilidade, vemos que a primeira parametrizac¸a˜o tem uma
gaussiana ligeiramente mais estreita do que a parametrizac¸a˜o P2.
Em termos nume´ricos, os resultados obtidos para η0 com suas incertezas sa˜o apre-
sentados na tabela 5.4, para um n´ıvel de confianc¸a de 68,3% (1σ).
5σsist = 12% (La Roque et al., 2006).
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Figura 5.2: Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade (verossimilhanc¸a) utilizando dados de fgas via
raios-X e dados de DA a partir de H(z), para as parametrizac¸a˜o P1 e P2.
Para uma melhor comparac¸a˜o dos dados, plotamos os resultados de ambos os testes
nas figuras (5.3) e (5.4) para as parametrizac¸o˜es P1 e P2, respectivamente. Constatamos
que mesmo considerando os mesmos aglomerados de gala´xias, apenas utilizando quanti-
dades diferentes, a relac¸a˜o de dualidade de distaˆncia foi validada (teste de fgas) ou violada
moderadamente (teste com DA).
Na figura (5.3) vemos que, mesmo considerando os erros sistema´ticos, o teste utili-
zando DA de aglomerados exclui em 2σ a validade da RDDC, a gaussiana e´ mais estreita
e o melhor ajuste para η0 e´ mais distante do pico η0 = 0; enquanto que os mesmos aglo-
merados validam a relac¸a˜o ainda em 1σ quando fazemos o teste utilizando medidas de
fgas, a gaussiana e´ mais larga e o melhor ajuste para η0 e´ ligeiramente mais pro´ximo do
valor ideal (η0 = 0).
Para a parametrizac¸a˜o P2 (figura 5.4) acontece algo semelhante: a RDDC e´ apenas
marginalmente compat´ıvel em 2σ quando consideramos medidas de DA de aglomerados,
a gaussiana e´ mais estreita e com o melhor ajuste mais distante do valor η0 = 0; enquanto
que o teste utilizando frac¸a˜o de massa do ga´s valida a relac¸a˜o em 1σ, largura e melhor
ajuste da curva compat´ıveis com o valor η0 = 0.
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Figura 5.3: Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade utilizando dados de fgas via raios-X e dados de
DA via ESZ/raios-X, para a parametrizac¸a˜o P1.
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Figura 5.4: Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade utilizando dados de fgas via raios-X e dados de




P1 η0 = −0.099+0.054−0.056 η0 = −0.099+0.119−0.126 0.72
P2 η0 = −0.157+0.082−0.093 η0 = −0.157+0.177−0.193 0.72
Tabela 5.5: Resultados obtidos para os testes de validade da RDDC utilizando DA (Bonamente
et al., 2006) e D
H(z)




P1 η0 = −0.061+0.171−0.149 η0 = −0.061+0.391−0.299 0.78
P2 η0 = −0.164+0.339−0.276 η0 = −0.164+0.794−0.546 0.78
Tabela 5.6: Resultados obtidos para os testes de validade da RDDC utilizando fgas (La Roque
et al., 2006) e D
H(z)
A para os n´ıveis de confianc¸a de 68, 3% e 95, 4%, em ambas as parametrizac¸o˜es.
Verificamos ainda que os valores do paraˆmetro η0 foram preferencialmente nega-
tivos, o que pode indicar a existeˆncia de uma f´ısica exo´tica envolvendo o acoplamento
de fo´tons com part´ıculas ale´m das previstas no modelo padra˜o de f´ısica de part´ıculas
[140]. Ale´m disto, como a validade da RDDC, utilizando dados de DA via ESZ/raios-X
foi apenas marginalmente consistente com o valor de η = 1, pode ser que haja alguma
influeˆncia da morfologia dos aglomerados considerados [138]. Nas tabelas (5.5) e (5.6),
esta˜o os resultados nume´ricos para ambos os testes considerando as duas parametrizac¸o˜es,
nos n´ıveis de confianc¸a de 1σ e 2σ.
5.3 Ana´lises utilizando DA de aglomerados com dife-
rentes morfologias
Grande parte dos estudos sobre o ga´s intra-aglomerado e a distribuic¸a˜o de mate´ria
escura nos aglomerados se restringem a` geometria esfe´rica como padra˜o ([6], [156]). Con-
tudo, observac¸o˜es recentes de aglomerados de gala´xias, baseadas nos sate´lites Chandra e
XMM-Newton, teˆm mostrado que, geralmente, os aglomerados exibem mapas de brilho
superficial el´ıpticos. Levando isso em conta e tambe´m os resultados obtidos nas sec¸o˜es
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anteriores, que indicaram uma leve violac¸a˜o da relac¸a˜o de dualidade quando considerado o
teste que utilizava medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular, realizamos outro teste para
verificar se a causa da na˜o-violac¸a˜o pode estar associada a morfologia dos aglomerados.
Neste intuito, testamos a validade da RDDC, num cena´rio independente de modelo
cosmolo´gico, utilizando duas amostras compiladas por De Filippis et al. (2005), onde uma
considera um modelo com simetria esfe´rica e outra um modelo com simetria el´ıptica para
descrever os aglomerados e, assim, obter os dados de distaˆncia de diaˆmetro angular.
5.3.1 Metodologia
Vamos considerar novamente a expressa˜o generalizada para a distaˆncia de diaˆmetro
angular de aglomerados de gala´xias via ESZ/raios-X, dada pela equac¸a˜o (3.69), tal que
DobsA (z) = DA(z)η
2. (5.16)





onde as medidas de DobsA foram obtidas a partir das amostras compiladas por De Filippis
et al. (2005). Estas amostras sa˜o constitu´ıdas por 25 aglomerados de gala´xias numa faixa
de redshift entre 0.023 ≤ z ≤ 0.8 usando o modelo-β esfe´rico isote´rmico e o modelo-β
el´ıptico isote´rmico para descrever os aglomerados. O que os autores fizeram foi reanalisar
dados do arquivo de raios-X dos sate´lites Chandra e XMM-Newton de duas amostras que
combinaram ana´lises de raios-X e ESZ utilizando o modelo-β esfe´rico isote´rmico. Uma
das amostras foi compilada por Reese et al. (2002) e e´ composta por 18 aglomerados de
gala´xias distribu´ıdos numa faixa de redshift entre 0.14 < z < 0.8 e a outra foi a amostra
de Mason et al. (2001), composta por 7 aglomerados a partir do fluxo de raios-X limitado
por Ebeling et al. (1996). Na tabela (5.7) esta˜o os dados obtidos por De Filippis et al.
(2005).
Por outro lado, as medidas de DA foram obtidas a partir de H(z) de acordo com o
me´todo de ajuste polinomial da distaˆncia como´vel, sec¸a˜o (3.4.1), considerando os redshifts
da amostra de De Filippis et al. (2005).
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Aglomerado z DElipA (Mpc) D
Esf
A (Mpc)
MS 1137.5+6625 0.784 2479± 1023 3179+1103−1640
MS 0451.6-0305 0.550 1073± 238 1278+265−299
CL 0016+1609 0.546 1635± 391 2041+484−514
RX J1347.5-1145 0.451 1166± 262 1221+368−343
Abell 0370 0.374 1231± 441 4352+1388−1245
MS 1358.4+6245 0.327 697± 183 866+248−310
Abell 1995 0.322 885± 207 1119+247−282
Abell 0611 0.288 934± 331 995+325−293
Abell 0697 0.282 1099± 308 998+298−250
Abell 1835 0.252 946± 131 1027+194−198
Abell 2261 0.224 1118± 283 1049+306−272
Abell 0773 0.216 1465± 407 1450+361−332
Abell 2163 0.202 806± 1635 828+181−205
Abell 0520 0.202 387± 141 723+270−236
Abell 1689 0.183 604± 84 688+172−163
abell 0665 0.182 4581± 189 466+217−179
Abell 2218 0.171 809± 263 1029+339−352
Abell 1413 0.142 478± 126 573+171−151
Abell 2142 0.091 335± 70 187+212−97
Abell 0478 0.088 448± 185 406+237−135
Abell 1651 0.074 369± 62 373+202−122
Abell 0401 0.072 165± 45 610+593−254
Abell 0399 0.058 242± 61 107+85−41
Abell 2256 0.023 103± 42 296+127−90
Abell 1656 0.084 749± 385 235+218−98
Tabela 5.7: Dados de medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular da amostra de De Filippis et al. (2005)
para os casos el´ıptico e esfe´rico. Adaptado de De Filippis et al. (2005).
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Seguindo o mesmo procedimento das duas u´ltimas sec¸o˜es, a quantidade η(z) que
deforma a RDDC, foi parametrizada sob duas diferentes expresso˜es:
η(z) =
 1 + η0z, (P1)1 + η0 z(1+z) , (P2)
Para a ana´lise em questa˜o tambe´m utilizamos o teste estat´ıstico do χ2, que indicara´





















com σT sendo o erro associado a` amostra de De Filippis et al. (2005).
Em particular, no caso da amostra esfe´rica os dados apresentam incertezas assi-
me´tricas, de modo que a simetrizamos utilizando o me´todo de D’Agostini [154], tal que,






onde σsist = 12% [7].
5.3.2 Resultados
Nas figuras (5.5) e (5.6) plotamos as func¸o˜es de distribuic¸a˜o de probabilidade (ve-
rossimilhanc¸a) para as amostras el´ıptica e esfe´rica de De Filippis et al. (2005), respectiva-
mente. Podemos ver que as distaˆncias de diaˆmetro angular do modelo-β el´ıptico fornecem
um melhor ajuste para η0 que concorda com a RDDC em um n´ıvel de confianc¸a de 1σ, em
ambas as parametrizac¸o˜es. Por outro lado, embora as distaˆncias angulares do modelo-β
esfe´rico concordem com a RDDC no n´ıvel de confianc¸a de 2σ, o fato de termos η0 > 0
aponta que as distaˆncias de diaˆmetro angular do modelo-β esfe´rico esta˜o superestimadas
com relac¸a˜o a`s obtidas a partir das medidas de H(z).
Outrossim, ao realizarmos o teste com dados de DA da amostra de Bonamente et
al. (2006), que considerava um modelo duplo-β na˜o-isote´rmico com simetria esfe´rica para
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descrever os aglomerados, obtivemos valores de η0 preferencialmente negativos enquanto
que utilizando a amostra de De Filippis et al. (2005) com simetria esfe´rica obtivemos
valores de η0 preferencialmente positivos. A interpretac¸a˜o deste resultado e´ que as dis-
taˆncias angulares da amostra de De Filippis et al. (2005) esta˜o superestimadas tambe´m
com relac¸a˜o as obtidas por Bonamente et al. (2006).
Portanto, apesar de na˜o encontramos evideˆncias de uma violac¸a˜o na relac¸a˜o de
dualidade de distaˆncia ao utilizarmos a amostra el´ıptica de De Filippis et al. (2005),
percebemos uma leve violac¸a˜o da RDDC ao considerarmos a amostra que assume uma
geometria esfe´rica. Tais resultados sa˜o importantes pois mostram a relevaˆncia da escolha
da geometria usada para descrever os aglomerados, assim como, o fato dessa propriedade
local poder ser restringida por um argumento global como o fornecido pela relac¸a˜o de
dualidade entre as distaˆncias cosmolo´gicas [143].
Com relac¸a˜o aos valores nume´ricos, podemos ver os resultados obtidos para η0 com
suas incertezas nas tabelas (5.8) e (5.9) acima, para os n´ıveis de confianc¸a de 68,3% (1σ)
e 95,4% (2σ), respectivamente.























D E l i pA  ( D e  F i l i p p i s  e t  a l . ,  2 0 0 5 )  x  D H ( z )A
Figura 5.5: Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade (verossimilhanc¸a) utilizando dados de DA via
ESZ/raios-X e H(z) para a amostra el´ıptica de De Filippis et al. (2005).
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 η( z ) = 1 + η0 z η( z ) = 1 + η0 z / ( 1 + z )
1 σ
D E s fA  ( D e  F i l i p p i s  e t  a l . ,  2 0 0 5 )  x  D H ( z )A
Figura 5.6: Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade (verossimilhanc¸a) utilizando dados de DA via
ESZ/raios-X e H(z) para a amostra esfe´rica de De Filippis et al. (2005).
DElipA
1σ 2σ χ2/d.o.f
P1 η0 = −0.054+0.094−0.096 η0 = −0.054+0.194−0.206 0.97
P2 η0 = −0.084+0.129−0.136 η0 = −0.084+0.274−0.286 0.97
Tabela 5.8: Resultados obtidos para os testes de validade da RDDC utilizando a amostra
el´ıptica para DElipA (De Filippis et al. (2005)) e D
H(z)
A para os n´ıveis de confianc¸a de 68, 3% e
95, 4%, respectivamente, em ambas as parametrizac¸o˜es.
DEsfA
1σ 2σ χ2/d.o.f
P1 η0 = 0.167
+0.083
−0.142 η0 = 0.167
+0.213
−0.302 0.95
P2 η0 = 0.244
+0.121
−0.204 η0 = 0.244
+0.296
−0.404 0.95
Tabela 5.9: Resultados obtidos para os testes de validade da RDDC utilizando a amostra
esfe´rica para DEsfA (De Filippis et al. (2005)) e D
H(z)
A para os n´ıveis de confianc¸a de 68, 3% e




Nos u´ltimos anos foram compilados e disponibilizados uma grande quantidade de
dados observacionais, cujas implicac¸o˜es teˆm revolucionado a cosmologia moderna e aberto
precedentes para a investigac¸a˜o de diversos mecanismos ale´m da f´ısica usual. A possibi-
lidade de uma nova f´ısica se revela, por exemplo, na relac¸a˜o entre diferentes tipos de
medidas de distaˆncias cosmolo´gicas. Nesse contexto, surgiu o presente trabalho que teve
como objetivo analisar a relac¸a˜o de dualidade de distaˆncia co´smica a` vista dos dados
observacionais dispon´ıveis, assim como, suas consequeˆncias teo´ricas.
Para fazermos a ana´lise da RDDC, iniciamos nosso estudo no cap´ıtulo 2 com a
base teo´rica da relatividade geral e a partir da imposic¸a˜o de um universo homogeˆneo e
isotro´pico chegamos a me´trica de FLRW. Fizemos uma revisa˜o do modelo padra˜o da cos-
mologia, assim como, dos fatos observacionais que o fortaleceram e estudamos ainda a
dinaˆmica co´smica do universo e como restringir paraˆmetros cosmolo´gicos a partir das ob-
servac¸o˜es. Por u´ltimo, mas na˜o menos importante, calculamos as distaˆncias cosmolo´gicas
para um universo em expansa˜o, uma vez que sa˜o bastante u´teis na cosmologia observaci-
onal, especificamente nos testes cosmolo´gicos que envolvem medidas de distaˆncia.
No cap´ıtulo 3 nos dedicamos ao estudo dos aglomerados de gala´xias, desde como
calcular a massa total do aglomerado, e a massa em forma de ga´s do meio intra-aglomerado
ate´ estimativas da frac¸a˜o de massa do ga´s a partir do efeito Bremsstrahlung te´rmico.
Discutimos o efeito Sunyaev-Zel’dovich nas verso˜es do efeito te´rmico e cinema´tico, e em
seguida acrescentamos as correc¸o˜es relativ´ısticas, e ale´m disso examinamos como sua
combinac¸a˜o com o brilho superficial em raios-X pode nos fornecer as medidas de distaˆncia
de diaˆmetro angular destes objetos.
Outro ponto importante estudado no cap´ıtulo 3 foi a taxa de expansa˜o do universo.
A descoberta recente de que o universo esta´ passando por uma fase de expansa˜o acelerada
e´ um dos principais objetos de estudo da cosmologia moderna e o interesse maior tem
sido descobrir qual e´ essa taxa e como ela depende do redshift. As medic¸o˜es da histo´ria
de expansa˜o esta˜o relacionadas com o paraˆmetro de Hubble, H(z), a partir do qual e´
poss´ıvel testar modelos cosmolo´gicos e, assim, caracterizar quais as componentes do uni-
verso e como elas evolu´ıram com o tempo. A partir de um conjunto de medidas de H(z)
compiladas por Farooq & Ratra (2013), utilizamos o me´todo de integrac¸a˜o nume´rica e
ajuste polinomial para determinar as medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular que foram
usadas nos testes da RDDC.
No cap´ıtulo 4 nos voltamos a deduc¸a˜o da RDDC partindo dos pressupostos de
que a geometria e´ Riemanniana, os fo´tons seguem geode´sicas nulas e u´nicas, ale´m de
assumir que seu nu´mero se conserva ao longo da evoluc¸a˜o do Universo. A partir dessas
suposic¸o˜es, as distaˆncias entre dois pontos no Universo se relacionam com as distaˆncias
de luminosidade (DL) e de diaˆmetro angular (DA) atrave´s da seguinte equac¸a˜o:
DL
DA(1 + z)2
= η, com η = 1 (6.1)
A partir desta expressa˜o “relaxada” e´ poss´ıvel testar a validade da RDDC e caso os re-
sultados apontem para um valor do paraˆmetro η, tal que η 6= 1, e´ poss´ıvel que um (ou
mais) dos pressupostos assumidos precise(m) ser revisto(s) ou que exista uma f´ısica exo´-
tica com origem em diferentes mecanismos f´ısicos. Ale´m desta deduc¸a˜o, apresentamos
diversos testes existentes na literatura acerca da validade estrita da relac¸a˜o de dualidade,
alguns testes dependentes de modelos cosmolo´gicos e outros testes independentes de mo-
delos. Em geral os resultados indicam a validade da RDDC ou uma leve violac¸a˜o, cuja
explicac¸a˜o poder advir da morfologia adotada para os aglomerados de gala´xias [138] ou
de alguma fonte de opacidade co´smica [140].
Contudo, a maioria destes testes observacionais foram baseados em dados de fontes
distintas, o que acaba por introduzir diferentes fontes de erros sistema´ticos nas estimativas
do paraˆmetro η, quer por diferentes mecanismos f´ısicos associados a cada uma das fontes,
quanto pela diferenc¸a de redshift entre elas.
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Na tentativa de evitar esses erros, no´s seguimos a proposta de Holanda et al. (2012),
que seria investigar a dependeˆndia do valor de η com relac¸a˜o ao observa´vel usado a partir
de uma mesma amostra de objetos astrof´ısicos, no caso, os aglomerados de gala´xias.
Enta˜o, no cap´ıtulo 5 confrontamos os dados observacionais com a teoria atrave´s de duas
abordagens distintas. Inicialmente consideramos a expressa˜o geral para a distaˆncia de
diaˆmetro angular de aglomerados de gala´xias obtidas a partir da te´cnica de ESZ/raios-X,
DobsA = DAη
2, que apenas fornece DA se η = 1, como verificado por Uzan et al. (2004).
Para testar a validade da RDDC, tomamos sua expressa˜o generalizada DL(1+z)
−2/DA =
η e parametrizamos η de duas formas distintas: η(z) = 1 + η0z e η(z) = 1 + η0z/(1 + z).
Enta˜o comparamos medidas de DobsA obtidas a partir da te´cnica ESZ/raios-X com medidas
de DA obtidas a partir de H(z) e obtivemos as restric¸o˜es observacionais para os paraˆmetros
envolvidos. As medidas de DobsA foram obtidas da amostra compilada por Bonamente
et al. (2006), formada por 38 aglomerados de gala´xias numa faixa de redshifts entre
0.14 ≤ z ≤ 0.89 supondo um modelo duplo-β na˜o-isote´rmico com simetria esfe´rica, e os
dados de DA foram obtidos atrave´s do me´todo de ajuste polinomial da distaˆncia co´movel
descrito na sec¸a˜o (3.4.1). Os resultados obtidos nesse teste para o n´ıvel de confianc¸a de
2σ, ou 95,4%, foram η0 = −0.099+0.119−0.126 para a parametrizac¸a˜o P1 e η0 = −0.157+0.177−0.193 para
a parametrizac¸a˜o P2, que sa˜o apenas marginalmente consistentes com a RDDC.
Num segundo momento, a partir dos mesmos aglomerados, utilizamos medidas de
frac¸a˜o da massa do ga´s da amostra compilada por La Roque et al. (2006), para testar a
validade da RDDC no contexto do modelo ΛCDM plano. Partindo de uma func¸a˜o modelo












onde fgas sa˜o as medidas fornecidas pela amostra de La Roque et al. (2006); DA as
medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular obtidas a partir de H(z), seguindo o me´todo de
integrac¸a˜o nume´rica e ajuste polinomial descrito na sec¸a˜o (3.4.1), considerando os mesmos
redshifts da amostra de fgas; e as medidas de D
∗
A obtidas a partir do modelo ΛCDM plano,
eq. (5.13). Para sermos consistentes, utilizamos as mesmas func¸o˜es parametrizadas para
η consideradas no primeiro teste, P1 e P2, e restringimos o paraˆmetro da RDDC atrave´s





P1 (1σ) η0 = −0.054+0.094−0.096 η0 = 0.167+0.083−0.142
P2 (1σ) η0 = −0.084+0.129−0.136 η0 = 0.244+0.121−0.204
Tabela 6.1: Resultados obtidos para os testes de validade da RDDC utilizando medidas de DA
das amostras el´ıptica e esfe´rica compiladas por De Filippis et al. (2005) e D
H(z)
A para o n´ıvel de
confianc¸a de 68, 3%, em ambas as parametrizac¸o˜es.
a parametrizac¸a˜o P1 e η0 = −0.164+0.339−0.276 para a parametrizac¸a˜o P2, ambos no n´ıvel de
confianc¸a de 1σ.
A partir da comparac¸a˜o dos resultados do teste da RDDC utilizando a amostra
de Bonamente et al. (2006) (medidas de DA) com o teste utilizando a amostra de La
Roque et al. (2006) (medidas de fgas), percebemos que, mesmo considerando os mesmos
aglomerados, apenas quantidades diferentes, a relac¸a˜o de dualidade foi validada (teste
de fgas) ou violada moderadamente (teste com DA). Os resultados preferencialmente
negativos do paraˆmetro η0 podem indicar ainda a poss´ıvel existeˆncia de uma nova f´ısica,
como o acoplamento de fo´tons com part´ıculas ale´m das previstas pelo modelo padra˜o
de f´ısica de part´ıculas [140]. Por outro lado, o fato do teste utilizando medidas de DA
validar a RDDC apenas marginalmente no n´ıvel de confianc¸a de 2σ pode ter influeˆncia
da geometria considerada para descrever os aglomerados, como ja´ verificado por Holanda
et al. (2011).
A partir dessa suposic¸a˜o seguimos para mais uma ana´lise da RDDC, dessa vez
utlizando duas amostras compiladas por De Filippis et al. (2005) que consideram os
mesmos aglomerados de gala´xias mas a partir de duas suposic¸o˜es distintas para descreveˆ-
los: modelo-β el´ıptico isote´rmico e modelo-β esfe´rico isote´rmico. Enta˜o, tomamos mais
uma vez a expressa˜o geral para a distaˆncia de diaˆmetro angular de aglomerados de gala´xias
obtidas a partir do ESZ/raios-X, DobsA = DAη
2, de onde obtivemos o valor observacional
do paraˆmetro η como sendo η2obs = D
obs
A /DA(z), com as medidas de DA sendo obtidas a
partir de H(z) e DobsA das amostras de De Filippis et al. (2005). Adotamos novamente as
duas parametrizac¸o˜es teo´ricas P1 e P2 para η(z), e, a partir do teste do χ2, obtivemos o
melhor ajuste entre observac¸a˜o e teoria para η0, para as duas amostras consideradas. Os
valores nume´ricos deste teste podem ser vistos na tabela (6.1).
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Por fim, conclu´ımos que na˜o ha´ um mecanismo de violac¸a˜o da RDDC definido, mas
existem algumas causas prova´veis. A partir dos resultados obtidos na u´ltima ana´lise, na˜o
encontramos evideˆncias de violac¸a˜o da relac¸a˜o de dualidade ao se considerar a amostra
el´ıptica de De Filippis et al. (2005) onde a RDDC foi validada em 1σ, contudo uma leve
violac¸a˜o da RDDC foi notada ao considerarmos a amostra que assume uma geometria
esfe´rica, a RDDC foi apenas marginalmente compat´ıvel no n´ıvel de confianc¸a de 2σ.
Por outro lado, se no primeiro teste considerando a amostra de Bonamente et al. (2006,
modelo esfe´rico na˜o-isote´rmico) os valores de η0 foram preferencialmente negativos, o teste
considerando a amostra de De Filippis et al. (2005, modelo esfe´rico isote´rmico) forneceu
valores para η0 preferencialmente positivos. Isto pode ser contradito´rio a princ´ıpio, mas
mostra a influeˆncia das suposic¸o˜es usadas para descrever os aglomerados na validade (ou
na˜o) da RDDC, ale´m do que um argumento global como o fornecido pela relac¸a˜o de
dualidade de distaˆncia poder ser usado para restringir uma propriedade local (geometria)
[143].
Um pro´ximo passo a ser explorado seria ver o efeito da curvatura nos resultados das
ana´lises de validade da RDDC, fazendo variar o paraˆmetro Ωk, uma vez que foi considerado
apenas o modelo plano em todos os casos, onde Ωk = 0. Os efeitos do paraˆmetro de
curvatura podem ser encontrados nos me´todos utilizados para obter os dados de DA dos
aglomerados, tanto pelas medidas via ESZ/raios-X quanto a partir das medidas de H(z).
Ale´m disso, diversos experimentos observacionais do ESZ esta˜o em curso para mapear
os aglomerados de gala´xias mesmo em altos redshifts, como por exemplo, o Atacama
Cosmology Telescope, Planck Stellite e o South Pole Telescope, cujas principais func¸o˜es
sa˜o extrair informac¸o˜es f´ısicas das anisotropias da RCF e encontrar novos aglomerados
de gala´xias utilizando o ESZ. Com a grande quantidade e qualidade dos dados que sera˜o
disponibilizados atrave´s dessas pesquisas, em um futuro pro´ximo, sera´ poss´ıvel obter dados
de distaˆncia de diaˆmetro angular atrave´s da te´cnica ESZ/raios-X, que possibilitara˜o uma
ana´lise estat´ıstica da RDDC mais robusta.
Finalmente, acreditamos que futuras ana´lises da RDDC utilizando dados obser-
vacionais de aglomerados de gala´xias servira˜o como uma ferramenta importante para
vincular os paraˆmetros cosmolo´gicos fundamentais de diversos modelos, podendo ainda
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Conceitos de Geometria Diferencial
Aqui apresentaremos alguns conceitos em geometria diferencial, nos atendo aos
aspectos mais importantes e necessa´rios ao nosso estudo, de modo que na˜o fujamos do
escopo do trabalho. Ale´m disso, para uma descric¸a˜o mais detalhada do assunto podemos
citar as seguintes refereˆncias [21], [31], [33], [94], [125], [126], [127] e [128].
A.1 Tensores, Me´trica e Derivadas Covariantes
A.1.1 Tensor
Um tensor e´ um objeto definido em uma entidade geome´trica chamada variedade
(diferencial). Em termos simples, uma variedade e´ algo que localmente parece um espac¸o
Euclidiano n-dimensional (Rn), mas pode ser curvada ou topologicamente complicada em
larga escala. De forma que a variedade como um todo e´ constru´ıda se costurando cada
parte local [21].
Como exemplo de variedades podemos elencar: o pro´prio espac¸o Rn e os casos
particulares R1 (linha) e R2 (plano), e uma n-esfera (Sn) com os casos particulares S1
(c´ırculo) ou S2 (bi-esfera), ale´m de outros espac¸os topologicamente mais complicados.
Como iremos analisar a trajeto´ria de part´ıculas sem massa (trajeto´ria de fo´tons),
nos cabe nesse momento fazer um estudo acerca dos espac¸os e vetores tagentes. Definindo
o espac¸o tangente como o espac¸o dos operadores das derivadas direcionais ao longo de







































′ . . . A
αβ...
µν... (A.4)
O ca´lculo tensorial esta´ preocupado com operac¸o˜es com tensores que tenham como
resultado tensores. Para a maioria dessas operac¸o˜es, como por exemplo, contrac¸a˜o e
simetrizac¸a˜o, na˜o ha´ alterac¸o˜es nos resultados mesmo que na˜o fac¸amos nenhuma restric¸a˜o
quanto ao espac¸o ser plano ou na˜o. Contudo, quando tratamos de espac¸os curvos algumas
propriedades sofrem mudanc¸as.
A.1.2 Me´trica
Um exemplo de tensor cujas propriedades sofrem mudanc¸as quando tratamos de
espac¸os curvos e´ o chamado tensor me´trico, gµν . Que e´ um tensor sime´trico, de ordem
2, na˜o-degenerado, pois possui determinante na˜o-nulo (g = |gµν |), e cujo tensor inverso e´
dado por gµν , que tambe´m e´ sime´trico.
O tensor me´trico ou me´trica, como tambe´m e´ conhecida, pode ser utilizada para o
ca´lculo de distaˆncia e tamanhos (comprimentos) de vetores, da seguinte forma:
ds2 = gµνdx
µdxν (A.5)
sendo esta a equac¸a˜o para o elemento de linha. O quadrado do comprimento ou norma




De modo que, se para todos os vetores X, X2 > 0 a me´trica e´ dita positiva definida
ou Riemanniana e se X2 < 0 a me´trica e´ dita negativa definida ou Lorenztiana. Para
outros casos a me´trica e´ dita indefinida.
A.1.3 Derivada Covariante
A derivada covariante e´ uma generalizac¸a˜o do conceito de derivada parcial, que
permite estender o ca´lculo diferencial para coordenadas curvil´ıneas, e na˜o apenas para
coordenadas cartesianas, no espac¸o R. A expressa˜o para a derivada covariante de um
tensor geral e´ dada por,
∇σAµ1µ2...µnν1ν2...νn = ∂σAµ1µ2...µnν1ν2...νn + Γµ1σλAµ1µ2...µnν1ν2...νn + . . .− Γλσν1Aµ1µ2...µnν1ν2...νn − . . . . (A.7)
ou seja, a derivada parcial deste tensor somado com termos de correc¸a˜o, definidos em
termos das n matrizes Γρµσ, mais conhecidas como coeficientes de conexa˜o. A partir de
um ca´lculo simples e direto, mostra-se que os coeficientes de conexa˜o na˜o sa˜o tensores e



















Ale´m disso, a derivada covariante obedece as seguintes propriedades:
 Linearidade: ∇(A+B) = ∇A+∇B;
 Leibniz: ∇(AB) = (∇A)B + (∇B)A;
 Comuta sob contrac¸a˜o: ∇µ(Aλλρ) = (∇A)λµλρ;
 Quando aplicada em escalares se reduz a` derivada parcial: ∇µφ = ∂µφ.
E a partir da escolha adequada de simetria, no caso a Riemanniana, duas proprie-
dades a mais sa˜o va´lidas:
 Torsa˜o nula: Γρµσ = Γ
ρ
σµ;
 Condic¸a˜o de metricidade nula: ∇ρgµν = 0.
Por fim, a partir destas duas u´ltimas propriedades e a definic¸a˜o de derivada cova-






gσρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν) (A.9)
sendo ∂ν = ∂/∂x
ν . Esta quantidade tambe´m e´ conhecida como s´ımbolos de Christoffel.
A.2 Geode´sicas e Curvatura
Um campo vetorial contravariante determina uma congrueˆncia local de curvas,
xµ = xµ(λ). (A.10)








o tensor Aµ...ν... e´ dito transportado ou propagado paralelamente ao longo da curva C se,
D
Dλ
(Aµ...ν...) = 0. (A.12)
Podemos agora definir uma geode´sica, que nada mais e´ do que uma curva ao longo

















Com relac¸a˜o a` curvatura da variedade, podemos recorrer ao tensor de Riemann,
que e´ facilmente deduzido a partir do comutador de dois operdores de derivada covariante.
Considerando o seguinte comutador, associado a um campo vetorial V ρ, temos:
[∇µ,∇ν ]V ρ = ∇µ∇νV ρ −∇ν∇µV ρ, (A.15)
De modo que, utilizando a definic¸a˜o de derivada covariante (A.7), obtemos:
[∇µ,∇ν ]V ρ = (∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ)V σ + (Γλνµ − Γλµν)∇λV ρ. (A.16)
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Figura A.1: Superf´ıcie descrita por um conjunto de geode´sicas γs(λ), com vetores tan-
gentes T µ e o campo de vetores Xµ mede o desvio entre geode´sicas vizinhas (D’Inverno,
1992).
com o u´ltimo termo do lado direito se anulando na condic¸a˜o de torsa˜o nula. Define-se,
enta˜o, o primeiro termo entre pareˆntesis da equac¸a˜o anterior como tensor de Riemann,
Rρσµν = ∂µΓ
ρ
νσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ, (A.17)
ao qual esta˜o associadas as seguintes propriedades de simetria e anti-simetria:
Rρσµν = −Rρσνµ, Rρσµν = −Rσρµν e Rρσµν = Rµνρσ (A.18)
A.3 Equac¸a˜o de Desvio Geode´sico
Consideremos um bi-superf´ıcie S governada por uma congrueˆncia de geode´sicas
tipo-tempo (fig. A.1), de modo que a equac¸a˜o parame´trica de S seja dada por,
xµ = xµ(λ, t) (A.19)
onde λ e´ o paraˆmetro afim e t rotula geode´sicas distintas.
Para esta superf´ıcie dois campos vetoriais podem ser definidos, o vetor tangente









O comutador de T µ e Xµ satisfaz,
[T,X]µ = T ν∂νX


























uma vez que as derivadas mistas comutam.
Usando o fato de que o comutador tambe´m e´ igual a derivada de Lie, temos que
LTX
µ = 0. Usando a definic¸a˜o de derivada covariante (A.7) e sendo as conexo˜es sime´tri-
cas, isso nos permite substituir todas as derivadas parciais por derivadas covariantes, de
modo que:
LTX
µ = 0 (A.22)
∇TXµ −∇XT µ = 0
Fazendo a derivada covariante desta u´ltima equac¸a˜o com respeito a T µ, encontra-
mos:
∇T∇TXµ = ∇T∇XT µ (A.23)
Por outro lado, temos a seguinte propriedade tensorial [21],
∇A(∇BCµ)−∇B(∇ACµ)−∇[A,B]Cµ = RµνρσT νT ρXσ (A.24)
Escolhendo Aµ = Cµ = T µ e Bµ = Xµ, temos que o segundo termo se anula pois
T µ e´ tangente a geode´sica parametrizada, ou seja, ∇TT µ = 0 e o terceiro termo tambe´m
e´ nulo pois a derivada covariante de qualquer tensor com respeito ao tensor nulo e´ zero.
Nos resta enta˜o que:
∇T∇XT µ = RµνρσT νT ρXσ (A.25)
Usando (A.23), podemos reescrever (A.25) como:









= −RµνρσT νXρT σ (A.28)
que e´ a equac¸a˜o de desvio da geode´sica (EDG). Sua func¸a˜o e´ medir o grau de afastamento
ou atrac¸a˜o de geode´sicas, atrave´s da variac¸a˜o espacial dos vetores de desvio, de acordo
com o campo gravitacional associado ao sistema.
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Apeˆndice B
Ferramentas de Ana´lise Estat´ıstica
Em virtude da grande quantidade de dados observacionais dispon´ıveis na Cosmo-
logia, torna-se necessa´rio o desenvolvimento de ferramentas estat´ısticas cada vez mais
sofisticadas para tratar e interpretar todos esses dados. Ademais, mesmo com todas as
informac¸o˜es de que dispomos, a Cosmologia esta´ intrinsecamente relacionada com a Es-
tat´ıstica, de modo que as teorias de origem e evoluc¸a˜o do Universo na˜o preveem que uma
determinada gala´xia se formara´ em um determinado ponto no espac¸o-tempo, o que ela
fornece e´ apenas uma me´dia estat´ıstica, ou uma probabilidade de ocorreˆncia.
Uma vez que dispomos de dados, temos alguns caminhos a serem trilhados:
 Testar hipo´teses: onde se pode checar se os dados sa˜o condizentes com uma hipo´tese
apresentada;
 Estimar paraˆmetros: na premissa de um dado modelo, o qual e´ caracterizado por
certos paraˆmetros livres, seria poss´ıvel fazer uma estimativa desses paraˆmetros a` luz
dos dados dispon´ıveis;
 Selec¸a˜o de modelos: Uma vez que estimemos um conjunto de paraˆmetros, indire-
tamente estamos determinando um modelo. Assim, ao estimarmos os paraˆmetros
que melhor ajustam uma classe de modelos, ja´ estar´ıamos realizando uma selec¸a˜o de
modelos. Enta˜o, este item esta´ mais relacionado a diferentes classes de modelos, que
na˜o sejam distintos apenas pelos valores de seus paraˆmetros, mas pelas hipo´teses
tomadas em sua construc¸a˜o teo´rica.
Em nosso trabalho nos restringimos a um teste de hipo´teses, onde buscamos, a
partir de dados de aglomerados de gala´xias, verificar se a relac¸a˜o de dualidade de distaˆncia
co´smica seria va´lida. Para entender melhor o teste de hipo´tese que utilizamos, o teste de
χ2, vamos comec¸ar entendendo o conceito de probabilidade.
B.1 Probabilidade
Podemos dizer que existem duas correntes estat´ısticas: Frequentistas e Bayesianos





onde n e´ o nu´mero de sucessos dentre N tentativas. Por outro lado, os bayesianos inter-
pretam a probabilidade como o grau de confianc¸a em uma hipo´tese. Enta˜o, dada uma
varia´vel aleato´ria x, P (x) sera´ a probabilidade de x assumir um valor espec´ıfico - esta
func¸a˜o define uma distribuic¸a˜o de probabilidades. No caso de x apresentar espectro con-
t´ınuo, P (x)dx e´ interpretado como a densidade de probabilidade, ou seja, a probabilidade
de uma varia´vel aleato´ria ter um valor entre x e x+ dx. Em suma, frequentistas conside-
ram distribuic¸a˜o de probabilidades de eventos, enquanto bayesianos consideram hipo´teses
como eventos. Em ambas abordagens, sa˜o va´lidas as seguintes regras:
 P (x) ≥ 0;

∫∞
−∞ P (x)dx = 1;
 Para eventos independentes, P (x1 ∪ x2) ≡ P (x1.OU.x2) = P (x1) + P (x2);
 Em geral, P (x1, x2) = P (x1)P (x2|x1).
Se entende que a probabilidade de x1 e x2 ocorrerem e´ a probabilidade de x1 vezes
a probabilidade condicional de x2 , caso x1 ja´ tenha ocorrido. Apenas no caso de eventos
independentes, P (x2|x1) = P (x2) e enta˜o P (x1, x2) = P (x1)P (x2). Como a probabilidade
de que dois eventos ocorram pode ser escrita como P (x1, x2) ou P (x2, x1), se substitu´ımos
x1 por D e x2 por H, obtemos o teorema de Bayes:




onde H refere-se ao modelo (hipo´tese), e D aos dados. O termo P (D|H) e´ conhecido como
likelihood (verossimilhanc¸a), e nos diz a probabilidade dos dados que temos, admitindo que
a hipo´teseHi e´ verdadeira. P (H) e´ chamado de prior, onde acrescentamos informac¸o˜es que
temos a priori, e P (D) nos da´ a normalizac¸a˜o. De modo que, P (H|D) sera´ a probabilidade
posterior, a referente ao modelo, tendo ocorrido os dados D.
B.2 Teste Estat´ıstico do χ2
O teste do Qui Quadrado, ou simplesmente teste do χ2, e´ um teste de hipo´teses que
tem como objetivo testar a adequabilidade de um modelo probabil´ıstico a um conjunto
de dados observados. Por ser um teste na˜o parame´trico, na˜o depende de paraˆmetros
populacionais, como me´dia e variaˆncia. Seu princ´ıpio ba´sico e´ comparar proporc¸o˜es, ou
seja, as poss´ıveis divergeˆncias entre as frequeˆncias observadas e esperadas para um certo
evento.
Em suma, o teste e´ utilizado para:
 Verificar se a frequeˆncia com que um determinado acontecimento observado em uma
amostra se desvia significativamente ou na˜o da frequeˆncia com que ele e´ esperado;
 Comparar a distribuic¸a˜o de diversos acontecimentos em diferentes amostras, a fim
de avaliar se as proporc¸o˜es observadas destes eventos mostram ou na˜o diferenc¸as
significativas ou se as amostras diferem significativamente quanto a`s proporc¸o˜es
desses acontecimentos.
Resta-nos definir uma func¸a˜o que quantifique a concordaˆncia entre o modelo e
os dados, para que maximizando a concordaˆncia, obtenhamos os paraˆmetros que melhor
ajustam o modelo. Vamos supor que nossas observac¸o˜es possuem erros gaussianos na˜o-







onde a soma e´ sobre todos os n dados Di’s, e y nos fornece a predic¸a˜o do modelo ao fixar
valores dos paraˆmetros representados por θ = θj.
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A likelihood, por sua vez, e´ definida como:







A constante C e´ incorporada a` normalizac¸a˜o da distribuic¸a˜o, e caso na˜o tenhamos ne-
nhuma informac¸a˜o adicional sobre o sistema que associe pesos extras a` distribuic¸a˜o, a
probabilidade posterior sera´ proporcional a` likelihood. Podemos verificar que, neste caso,
o par de paraˆmetros que minimiza o χ2 e´ o mesmo que maximiza a probabilidade. Logo,
os paraˆmetros do melhor ajuste sa˜o aqueles que teˆm maior probabilidade de serem os
verdadeiros, de acordo com os dados coletados.
Os valores de melhor ajuste, pore´m, na˜o nos da˜o toda a informac¸a˜o. E´ necessa´rio
obter as barras de erros dos paraˆmetros, associados a certos n´ıveis de confianc¸a. No
entanto, essas sa˜o questo˜es que fogem ao escopo do trabalho. Para um estudo mais
detalhado podemos sugerir a refereˆncia [160] e refereˆncias la´ citadas.
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